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Uvod
Apolonije iz Perge (ca. 262. pne. - 190. pne.) je grcˇki matematicˇar nazvan
”veliki geometar”. Studirao je u Aleksandriji, gdje je ucˇio od Euklidovih
sljedbenika, radio u Efezu i Pergamu. U svom glavnom djelu Elementi ko-
nika u 15 knjiga temeljito je obradio teoriju presjeka stosˇca i to cˇisto geome-
trijskim pristupom. Njegovi su rezultati bili toliko potpuni i podrobni da
se danasˇnja euklidska geometrija nije mnogo odmakla od njegovih spoznaja.
Sacˇuvane su prve cˇetiri knjige na grcˇkom, tri na arapskom prijevodu, dok
su ostale izgubljene. Prvi je za konike upotrijebio nazive elipsa i hiperbola
(naziv parabola je prvi upotrijebio Arhimed) i ustanovio da se sve tri vrste
presjeka mogu dobiti presijecanjem stosˇca ravninom.
Uz Apolonija su vezani pojmovi kao Apolonijeva kruzˇnica, Apolonijeva mrezˇa
i Apolonijev problem. Geometrijsko mjesto tocˇaka za koje je omjer udalje-
nosti od dvije razlicˇite tocˇke konstantan je kruzˇnica cˇije srediˇste lezˇi na pravcu
AB i prolazi tocˇkama M i N na pravcu AB koje dijele duzˇinu AB (iznutra
i izvana) u danom omjeru. Kruzˇnicu s tim svojstvom nazivamo Apolonijeva
kruzˇnica. U slucˇaju kada je omjer udaljenosti od dvije tocˇke jednak 1, tada
govorimo o simetrali duzˇine AB.
U kombinatorici, Apolonijeva mrezˇa je neusmjereni graf koji se dobije re-
kurzivnim dijeljenjem trokuta na tri manja trokuta. Mozˇe se geometrijski
realizirati i to na nacˇin da se zapocˇme s tri kruzˇnice koje se medusobno do-
UVOD iv
diruju, zatim upisati u prazninu koju cˇine josˇ jednu koja dodiruje sve tri
(Apolonijev problem), dalje se nastavlja rekurzivno za nove praznine koje
kruzˇnice cˇine.
Apolonijev problem je konstruktivni geometrijski zadatak sˇto ga je prvi pos-
tavio i rijesˇio Apolonije u djelu Elementi konika, a glasi:
Konstruiraj sve kruzˇnice u ravnini koje dodiruju tri zadane kruzˇnice.
Promatrajuc´i uz kruzˇnice josˇ tocˇke i pravce, Apolonijev problem mozˇemo
generalizirati na sljedec´i nacˇin. Definirat c´emo Apolonijev problem reda n:
Neka je M = {K∞, P∞, T∞} multiskup koji se sastoji od tri razlicˇita ele-
menta beskonacˇne kratnosti: K koji oznacˇava kruzˇnicu, P pravac i T tocˇku.
Apolonijev problem reda n, n ∈ N , je konstruktivna zadac´a u kojoj se
trazˇi kruzˇnica koja dodiruje n zadanih elemenata multiskupa M . Ukupan
broj razlicˇitih problema za Apolonijev problem reda n jednak je broju kom-
binacija s ponavljanjem n − tog razreda multiskupa od 3 razlicˇita elementa(
3+n−1
n
)
.
Za n = 1 trazˇimo kruzˇnicu koja dodiruje samo jedan od elemenata mul-
tiskupa M . Za ovaj red dobijemo tri razlicˇita problema (
(
3+1−1
1
)
=
(
3
1
)
=3)
i to: ”Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje zadanu kruzˇnicu”; ”Konstruiraj
kruzˇnicu koja dodiruje zadani pravac”; ”Konstruiraj kruzˇnicu koja prolazi
zadanom tocˇkom”.
Za n = 2 trazˇimo kruzˇnicu koja dodiruje elemente odredene kombinaci-
jom s ponavljanjem reda 2 multiskupa M i to njih sˇest (
(
3+2−1
2
)
=
(
4
2
)
=6):
(K,K), (P, P ), (T, T ), (K,P ), (K,T ), (P, T ). Npr. za kombinaciju (K,K)
problem glasi: ”Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje dvije zadane kruzˇnice”;
za kombinaciju (P, T ) problem glasi: ”Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje
zadani pravac i prolazi zadanom tocˇkom”.
Za n = 3 trazˇimo kruzˇnicu koja dodiruje elemente odredene kombinaci-
UVOD v
jom s ponavljanjem reda 3 multiskupa M i to njih deset (
(
3+3−1
3
)
=
(
5
3
)
=10):
(K,K,K), (P, P, P ), (T, T, T ), (K,P, T ), (K,T, T ), (P, T, T ), (K,P, P ),
(P,K,K), (P, P, T ), (T,K,K). Npr. za kombinaciju (K,K,K) imamo ori-
ginalni Apolonijev problem: ”Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje tri zadane
kruzˇnice”; za kombinaciju (K,T, P ) problem glasi: ”Konstruiraj kruzˇnicu
koja dodiruje zadanu kruzˇnicu, zadani pravac i prolazi zadanom tocˇkom”.
Za n ≥ 4 problem je analogan prijasˇnjim slucˇajevima.
U ovom radu c´emo promatrati Apolonijev problem reda n = 1, 2, 3 i poka-
zati zasˇto nije interesantno promatrati Apolonijeve probleme reda vec´eg od 3.
Zadac´e je moguc´e rijesˇiti euklidskom konstrukcijom (koristec´i ravnalo i sˇestar),
sˇto c´emo u ovom radu pokazati i to koristec´i metodu inverzije.
Medutim, razmatranje ovih problema, napose odredivanje srediˇsta rjesˇenja
uz koriˇstenje metode geometrijskih mjesta tocˇaka, donijet c´e nam vrlo za-
nimljive i vrijedne geometrijske rezultate i izvan konteksta konstruktivne
geometrije. Pokazat c´e se da dobivena geometrijska mjesta srediˇsta rjesˇenja
vec´ine Apolonijevih problema predstavljaju jednu koniku. Stoga se svaka ko-
nika mozˇe alternativno definirati kao geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica
koje su rjesˇenje odredenog Apolonijevog problema.
U svrhu laksˇeg prac´enja teksta i njemu odgovarajuc´ih slika, zadani elementi
c´e biti plave, geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica odgovarajuc´eg Apolonije-
vog problema tamnozelene, rjesˇenje konstruktivne zadac´e crvene, geometrij-
sko mjesto srediˇsta Apolonijevog reda nizˇeg od promatranog zelene i pomoc´ni
elementi crne boje.
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Poglavlje 1
Metode konstruktivne
geometrije
1.1 Konstruktivna geometrija u matematici
Prije Euklida stari su Grci u geometriji koristili iskljucˇivo tehnike konstruk-
tivne geometrije, pri cˇemu odredene tvrdnje nisu dokazivali vec´ su ih smatrali
neupitno istinitima i iz tih istina izvodili ostale zakljucˇke. Euklid je sva ta
znanja sistematizirao i postavio geometriju deduktivno uzimajuc´i te neupitne
istine za aksiome pomoc´u kojih je potom dokazivao sve ostale tvrdnje. De-
finirajuc´i geometriju ravnine aksiomatski, Euklid ju je apstrahirao i odvojio
od klasicˇnog modela u kojem je pocˇetno bila realizirana.
Tako je konstruktivna geometrija postala tek jedna od moguc´ih realizacija
klasicˇnog modela geometrije, a klasicˇni model tek jedan od moguc´ih modela
geometrije.
Oznacˇimo sa pi ravninu u klasicˇnom modelu euklidske geometrije. Bilo koji
podskup ravnine pi nazivamo geometrijskom fugurom ili krac´e figurom rav-
nine pi. Konstruirati neku figuru znacˇi ”nacrtati” tu figuru na crtac´oj plohi.
Poglavlje 1. Metode konstruktivne geometrije
Svaki problem u kojem se trazˇi konstrukcija figure sa zadanim svojstvima
nazivamo konstruktivnom zadac´om. Rjesˇenjem konstruktivne zadac´e sma-
tramo svaku figuru koja ima trazˇena svojstva postavljena u toj konstruktiv-
noj zadac´i. Pri rjesˇavanju konstruktivnih zadac´a koristimo se nekim stan-
dardnim metodama koje uspjesˇno pomazˇu pri konstrukciji rjesˇenja konstruk-
tivnih zadac´a odredenog tipa. To su: metoda presjeka (geometrijskih mjesta
tocˇaka), metoda izometrija (osna simetrija, centralna simetrija, translacija,
rotacija), metoda homotetije, metoda slicˇnosti, algebarska metoda i metoda
inverzije.
Rjesˇavanje nekih geometrijskih problema mozˇe biti poprilicˇno mukotrpno,
dok rjesˇavajuc´i isti problem koristec´i neku od prethodno navedenih metoda
mozˇemo uvelike pojednostavniti postupak rjesˇavanja.
Primjer. Konstruiraj trokut kojemu su zadane duljine ta, tb i tc njegovih
tezˇiˇsnica.
Analiza: Neka je T tezˇiˇste trokuta 4ABC i neka su P1, P2 i P3 poloviˇsta
stranica AB,BC i CA redom. Translatirajmo tocˇku T za vektor
−→
AT, tj.
neka je T ′ = tAT (T ). Buduc´i da je |AT | = 2|TP2| to je i |TT ′| = 2|TP2|
pa se cˇetverokutu TBT ′C dijagonale raspolavljaju. Zakljucˇujemo da je on
paralelogram. Slijedi |CT ′| = |TB| = 2
3
tb, |TT ′| = 23tb i |CT | = 23tc. Trokut
4TT ′C mozˇemo konstruirati.
Konstrukcija: Zadane su duljine tezˇiˇsnica ta, tb i tc.
1◦ Podijelimo duzˇine duljina ta, tb i tc na tri jednaka dijela.
2◦ Konstrukcija trokuta 4TT ′C.
3◦ Konstrukcija paralelograma TBT ′C.
4◦ A je centralno simetricˇna slika od T ′ s obzirom na T
Trokut 4ABC je trazˇeni trokut.
Na elegantan nacˇin smo rijesˇili ovaj problem koriˇstec´i metodu translacije.
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Slika 1.1: Konstrukcija trokuta
Da smo problem rjesˇavali koristec´i alate trigonometrije, naiˇsli bismo na ne-
potrebno dugi racˇun.
Konstruktivna geometrija nam pruzˇa novi pogled na rjesˇavanje problema,
originalnost, logicˇko i stvaralacˇko miˇsljenje. Nije svrha samoj sebi, kao nesˇto
lijepo nacrtati, vec´ rijesˇiti zadani zadatak. Cˇesto je konstruktivno rjesˇenje i
najelegantnije i ono obicˇno daje putokaz za rjesˇavanje i drugim tehnikama.
U ovom radu se bavimo rjesˇavanjem konstruktivnih zadac´a metodom inver-
zije.
1.2 Inverzija
Definicija 1.1 Neka je u ravnini pi dana kruzˇnica c=k(O,r) i neka je pi*
ravnina pi bez srediˇsta kruzˇnice c. Preslikavanje i: pi* → pi* naziva se inver-
zijom obzirom na kruzˇnicu c ako vrijedi:
(a) tocˇke O, T i njoj pridruzˇena tocˇka T’ su kolinearne
(b) tocˇke T i T’ su s iste strane tocˇke O
(c) |OT | · |OT ′|=r2
Uvodimo oznake: c za kruzˇnicu inverzije, O za srediˇste ili pol inverzije,
3
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r za radijus inverzije, r2 za potenciju inverzije.
Konstrukcija pridruzˇene tocˇke:
Razlikujemo dva slucˇaja:
(a) Neka je T ∈ pi* izvan kruzˇnice inverzije c:
1◦ c=k(O, r), r > 0
2◦ OT
3◦ P poloviˇste duzˇine OT
4◦ k = k(P, 1
2
|OT |)
5◦ {C,D}=k ∩ c
6◦ p = CD
7◦{T ′}=p ∩OT
Dokaz. Po poucˇku K − K o slicˇnosti trokuta vrijedi 4OTC ∼ 4OT ′C
(∠CT ′O=∠OCT=90◦ te zajednicˇki kut ∠TOC). To povlacˇi |OT ||OC|=
|OC|
|OT ′| , iz
cˇega slijedi |OT | · |OT ′|=|OC|2 = r2.
(a) tocˇka T izvan kruzˇnice (b) tocˇka T unutar kruzˇnice
Slika 1.2: Konstrukcija tocˇke inverzije
(b) Neka je T ∈ pi* unutar kruzˇnice inverzije c:
1◦ c=k(O, r), r > 0
4
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2◦ OT
3◦ o okomica kroz T na duzˇinu OT
4◦ C ∈ k ∩ o
5◦ t okomica kroz C na duzˇinu OC
6◦ {T ′}=t ∩OT
Dokaz. Analogan slucˇaju (a).
Propozicija 1.2 Neka je k = k(S, r) kruzˇnica i P ∈ pi\k tocˇka. Neka je p
proizvoljan pravac koji sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇkama Q1 i Q2 i prolazi kroz P.
Tada umnozˇak |PQ1| · |PQ2| ne ovisi o pravcu p.
Dokaz. Razlikujemo viˇse slucˇajeva:
a) Neka se P nalazi izvan kruzˇnice i neka je p′ pravac koji prolazi tocˇkom P
i sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇkama Q′1 i Q
′
2.
Slika 1.3: Slucˇaj a)
Buduc´i da su kutovi ∠Q1Q′2P i ∠PQ2Q′1 obodni kutovi nad istom tetivom
Q1Q′1, to vrijedi ∠PQ2Q′1 = ∠Q1Q′2P . Po poucˇku K −K o slicˇnosti slijedi
4PQ′2Q1 ∼ 4PQ′1Q2 (zajednicˇki kut Q′1PQ1) pa vrijedi |PQ
′
2|
|PQ2| =
|PQ1|
|PQ′1| . Za-
kljucˇujemo |PQ′2| · |PQ′1| = |PQ2| · |PQ1|.
5
Poglavlje 1. Metode konstruktivne geometrije
b) Neka se P nalazi unutar kruzˇnice i neka je p′ pravac koji prolazi tocˇkom
P i sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇkama Q′1 i Q
′
2.
Slika 1.4: Slucˇaj b)
Buduc´i da su kutovi ∠Q′1Q1P i ∠PQ′2Q2 obodni kutovi nad istom tetivom
Q′1Q2, to vrijedi ∠PQ2Q′1 = ∠Q1Q′2P . Kutovi ∠Q2PQ′2 i ∠Q1PQ′1 su vrsˇni
pa su jednake velicˇine. Po poucˇku K − K o slicˇnosti slijedi 4PQ2Q′2 ∼
4PQ1Q′1 pa vrijedi |PQ
′
2|
|PQ2| =
|PQ1|
|PQ′1| . Zakljucˇujemo |PQ
′
2| · |PQ′1| = |PQ2| ·
|PQ1|.
c) Neka se P nalazi izvan kruzˇnice i neka vrijedi da je p tangenta kruzˇnici k
i da je p′ pravac koji prolazi srediˇstem kruzˇnice k. Oznacˇimo dodirnu tocˇku
pravca p i k sa Q1(= Q2). Buduc´i da je ∠PQ1S = 90◦, to vrijedi Pita-
gorin poucˇak za 4PSQ1: |PQ1|2 = |PS|2 − r2 = (|PS| − r)(|PS| + r) =
|PQ′1| · |PQ′2|. Ako promatramo proizvoljni pravac p′′ koji prolazi kroz P i
sijecˇe kruzˇnicu u dvije tocˇke, po 1◦ (promatrajuc´i pravce p′ i p′′), tvrdnja
vrijedi.
Umnozˇak duljina odsjecˇaka iz propozicije nazivamo potencija tocˇke P ob-
zirom na kruzˇnicu.
Svojstva inverzije:
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(1) Svaka tocˇka kruzˇnice inverzije je fiksna.
Slijedi iz definicije, tj. svojstava (a), (b) i (c).
(2) Inverzija je involucija, odnosno vrijedi i ◦ i = 1pi∗ pa je stoga
i bijekcija.
Slijedi iz same definicije inverzije, a i iz same konstrukcije inverznih tocˇaka
te svojstva (1).
(3) Pravac koji prolazi polom inverzije (osim samog pola) presli-
kava se u samog sebe kao figura.
Slijedi iz svojstva (a).
(4) Kruzˇnica koja je ortogonalna na kruzˇnicu inverzije preslikava
se u samu sebe kao figura.
Dokaz. Neka je c = k(O, r) kruzˇnica inverzije i kruzˇnica d sa srediˇstem u
Slika 1.5: Svojstvo inverzije (4)
S njoj ortogonalna. Neka je T proizvoljna tocˇka kruzˇnice d te T ′ ∈ d ∩ OT .
Svojstva (a) i (b) vrijede. Pokazˇimo za svojstvo (c): Po Propoziciji 1.2 slijedi
|OC| · |OC|=|OT | · |OT ′| pa je |OT | · |OT ′|=r2.
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(5) Svaka kruzˇnica koja prolazi polom inverzije i ne sijecˇe kruzˇnicu
inverzije preslikava se u pravac koji je paralelan tangenti te kruzˇnice
u polu i udaljen od O za r
2
2p
, gdje je p polumjer kruzˇnice k.
Slika 1.6: Svojstvo inverzije (5)
Dokaz. Neka je c = k(O, r) kruzˇnica inverzije i k kruzˇnica sa srediˇstem u
S koja prolazi polom inverzije i ne sijecˇe c. Neka je A ∈ k ∩ OS te A′ njoj
inverzna tocˇka. Kroz A′ povucimo okomicu k′ na pravac OS. Pokazˇimo da
vrijedi i(k) = k′:
Neka je T ∈ k\{O,A} i T ′ ∈ k′ ∩ OT . Po poucˇku K − K o slicˇnosti tro-
kuta vrijedi 4OAT ∼ 4OA′T ′ (∠OTA = ∠T ′A′O = 90◦ i zajednicˇki kut
∠AOT ). Stoga je |OA||OT | =
|OT ′|
|OA′| , to povlacˇi |OT ′| · |OT | = |OA′| · |OA| = r2.
Dakle, T ′ = i(T ). Slijedi |OA′| = r2|OA| = r
2
2p
.
(6) Svaki pravac koji ne sijecˇe kruzˇnicu inverzije preslikava se u
kruzˇnicu koja prolazi polom inverzije.
Vrijedi po (5) jer je inverzija involucija.
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(7) Svaka kruzˇnica koja prolazi polom inverzije i sijecˇe kruzˇnicu
inverzije preslikava se u pravac koji prolazi sjeciˇstima.
Dokaz. Neka je c = k(O, r), r > 0 kruzˇnica inverzije i k kruzˇnica koja ju
Slika 1.7: Svojstvo inverzije (7)
sijecˇe u tocˇkama C i D. Povucimo pravac OS i neka je {O,A} = k ∩ OS.
Buduc´i da je S poloviˇste duzˇine OA, a k = (S, |OS|) po konstrukciji inverzne
tocˇke, CD ∩OA = {A′} je inverzna tocˇka od A.
Buduc´i da je 4DCO jednakokracˇan i |DA′| = |A′C|, to je ∠OA′D =
∠CA′O = 90◦(∗). Po K - K poucˇku o slicˇnosti trokuta slijedi 4OAC ∼
4OA′C ((∗) i zajednicˇki kut ∠AOC). To povlacˇi |OC||OA| = |OA
′|
|OC| pa je |OA| ·
|OA′| = |OC| · |OC| = r2.
Neka je T ∈ k proizvoljna tocˇka i {T ′} = OT ∩ CD. Lako se pokazˇe da je
4OTA ∼ 4OT ′A′ pa vrijedi |OA||OT | = |OT
′|
|OA′| = |OA| · |OA′| = |OT | · |OT ′| = r2
iz cˇega slijedi T ′ = i(T ).
(8) Svaki pravac koji sijecˇe kruzˇnicu inverzije i ne prolazi polom
preslikava se u kruzˇnicu koja prolazi polom inverzije i sjeciˇstima
tog pravca s kruzˇnicom inverzije.
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Vrijedi zbog (7) jer je inverzija involucija.
(9) Svaka kruzˇnica koja ne prolazi polom inverzije preslikava se
opet u kruzˇnicu.
Dokaz. Neka je c = k(O, r), r > 0 kruzˇnica inverzije, k kruzˇnica sa srediˇstem
u S koja ne prolazi kroz O. Neka je {A,B} = OS∩k te A′ = i(A), B′ = i(B)
i T ′ = i(T ), za proizvoljan T ∈ k.
Slika 1.8: Svojstvo inverzije (9)
Pokazˇimo da je ∠B′T ′A′ =90◦.
Iz |OT | · |OT ′| = |OA| · |OA′| = r2, slijedi |OT ||OA| = |OA
′|
|OT ′|(∗). Po S − K − S
poucˇku o slicˇnosti trokuta zakljucˇujemo 4OTA ∼ 4OA′T ′ ( (∗) i zajednicˇki
kut ∠AOT ) to povlacˇi ∠TAO = ∠OT ′A′. Analogno se pokazˇe da vrijedi
∠TBO = ∠OT ′B′. Sada je ∠B′T ′A′ = ∠OT ′A′ − ∠OT ′B′ = (180◦ −
∠BAT ) − ∠TBO = ∠ATB = 90◦. Stoga T ′ lezˇi na kruzˇnici s promje-
rom B′A′. Dakle, k se preslikava u kruzˇnicu s promjerom B′A′.
(10) Inverzija je konformno preslikavanje (cˇuva kut izmedu krivu-
lja).
Dokaz. Dovoljno je pokazati da inverzija cˇuva kut izmedu pravaca. Razli-
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kujemo tri slucˇaja:
1. Pravci prolaze polom inverzije O.
Tvrdnja za ovaj slucˇaj slijedi po svojstvu (3).
2. Jedan pravac prolazi polom inverzije O, a drugi ne.
Neka je p1 pravac koji prolazi, a p2 pravac koji ne prolazi polom inverzije.
Neka su p′1 = i(p1) i p
′
2 = i(p2). Po svojstvu (3) je p1 = p
′
1 te , a p
′
2 je po
svojstvu (8) (ili (6)) kruzˇnica koja prolazi polom inverzije.
(a) Paralelni pravci (b) Pravci se sijeku
Slika 1.9: Slucˇaj 2
Razlikujemo dva podslucˇaja:
2a) Pravci p1 i p2 su paralelni. Tada je kut ∠(p1, p2) = 0◦. Buduc´i da p′2
prolazi kroz O, po svojstvima inverzije (2) i (5) slijedi da je pravac i(p′2) = p2
paralelan s tangentom kruzˇnice p′2 koja prolazi kroz O, a time i s pravcem
p1. Sada iz p1 = p
′
1 slijedi da je ∠(p′1, p′2) = 0◦.
2b) Pravci p1 i p2 se sijeku. Neka je A njihovo sjeciˇste i neka je ∠(p1, p2) = α.
Po svojstvu (5), p2 je paralelan s tangentom t kruzˇnice p
′
2 u tocˇki O. Dakle,
∠(t, p1) = ∠(p1, p2) = α, odnosno ∠(p′1, p′2) = α.
3. Niti jedan od pravaca ne prolazi centrom inverzije. I ovdje ralikujemo
11
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dva podslucˇaja:
3a) Pravci su paralelni. U tom slucˇaju je tvrdnja trivijalna, jer je ∠(p1, p2) =
∠(t1, t2) = ∠(p′1, p′2) = 0◦, gdje su t1 i t2 tangente u tocˇki O na kruzˇnice p1 i
p2 redom. Naime, t1 ‖ p1 i t2 ‖ p2 pa zbog p1 ‖ p2 vrijedi t1 ‖ t2.
3b) Pravci se sijeku. Tada su p′1 i p
′
2 kruzˇnice koje prolaze polom inverzije, a
pravci p1 i p2 paralelni s tangentama t1 i t2 kruzˇnica p
′
1 i p
′
2, redom. Dakle,
∠(p1, p2) = ∠(t1, t2) = ∠(p′1, p′2).
(a) Paralelni pravci (b) Pravci se sijeku
Slika 1.10: Slucˇaj 3
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Apolonijevi problemi
2.1 Apolonijev problem reda 1
U ovom odjeljku razmatramo probleme koji spadaju u Apolonijev problem
reda 1. Za svaki problem c´emo odrediti geometrijsko mjesto srediˇsta svih
rjesˇenja.
1. Konstruiraj kruzˇnicu koja prolazi zadanom tocˇkom i odredi ge-
ometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa zadanim svojstvom.
Neka je A zadana tocˇka te T 6= A proizvoljna tocˇka ravnine pi. Kruzˇnica s
trazˇenim svojstvom je k = k(T, |AT |). Buduc´i da je T proizvoljna tocˇka rav-
nine, kruzˇnica s trazˇenim svojstvom ima beskonacˇno mnogo, a geometrijsko
mjesto srediˇsta tih kruzˇnica je pi \ {A}.
2. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje zadani pravac i odredi ge-
ometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa zadanim svojstvom.
Neka je p zadani pravac i T /∈ p. Iz tocˇke T spustimo okomicu o na p te
sjeciˇste tih pravaca oznacˇimo sa P ( p∩ o = {P}). Kruzˇnica s trazˇenim svoj-
stvom je k = k(T, |PT |). Buduc´i da je T proizvoljna tocˇka ravnine, kruzˇnica
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s trazˇenim svojstvom ima beskonacˇno mnogo, a geometrijsko mjesto srediˇsta
tih kruzˇnica je pi \ p.
3. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje zadanu kruzˇnicu i odredi
geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa zadanim svojstvom.
Neka je k = k(S, r), gdje je r proizvoljan pozitivan realan broj, zadana
kruzˇnica te T proizvoljna tocˇka ravnine pi \ k. Neka je ST ∩ k = {T1, T2}.
Neka je T1 s iste strane tocˇke S kao i T . Kruzˇnica s trazˇenim svojstvom
je k1 = k(T, |T1T |). Buduc´i da je T proizvoljna tocˇka ravnine, kruzˇnica s
trazˇenim svojstvom ima beskonacˇno mnogo, a geometrijsko mjesto srediˇsta
tih kruzˇnica je pi \ k.
2.2 Apolonijev problem reda 2
U ovom odjeljku razmatramo probleme koji spadaju u Apolonijev problem
reda 2. Za svaki problem c´emo odrediti geometrijsko mjesto srediˇsta svih
rjesˇenja.
1. Konstruiraj kruzˇnicu koja prolazi dvjema zadanim tocˇkama
i odredi geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa zadanim svoj-
stvom.
Neka su A i B zadane tocˇke te A 6= B. Kako srediˇste trazˇene kruzˇnice treba
biti jednako udaljeno od A i B, to srediˇste lezˇi na simetrali duzˇine AB, iz
cˇega slijedi da tih kruzˇnica ima beskonacˇno mnogo. Neka je T proizvoljna
tocˇka simetrale duzˇine AB. Tada je k(T, |TA|) kruzˇnica s trazˇenim svoj-
stvom. Dakle, geometrijsko mjesto srediˇsta rjesˇenja je simetrala duzˇine AB.
U slucˇaju kada je A = B zadatak se svodi na prvi slucˇaj Apolonijeva pro-
blema reda 1.
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2. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje zadanu kruzˇnicu i prolazi
zadanom tocˇkom te odredi geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica
sa zadanim svojstvom.
Neka je zadana tocˇka A i kruzˇnica k = k(S, r), gdje je r proizvoljan po-
zitivan realan broj te neka se A nalazi izvan k. Neka je T1 ∈ k pro-
izvoljna tocˇka. Neka je ST1 ∩ s = {S1}, gdje je s simetrala duzˇine AT1.
Tada je k1 = k(S1, |S1T1|) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom. Buduc´i da je
T1 proizvoljna tocˇka kruzˇnice k, to takvih kruzˇnica ima beskonacˇno mo-
nogo i vrijedi ||S1A| − |S1S|| = ||S1A| − (|S1T1| + |T1S)|| = |T1S| = r,
za svaki T1 ∈ k i S1 konstruiranu na prethodno opisani nacˇin. Taj za-
kljucˇak nam govori da je geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica s trazˇenim
svojstvom podskup hiperbole H(A, S, r
2
) sa zˇariˇstima A i S i realnom poluosi
r
2
: H = {T ∈ pi : ||AT | − |ST || = r}. Pokazˇimo drugu inkluziju, tj. neka
je T ∈ H(A, S, r
2
). Tada je r = ||TS| − |TA||, odnosno r = |TS| − |TA|
ili r = −|TS| + |TA| iz cˇega slijedi |TS| = |TA| + r ili |TA| = |TS| + r.
U oba slucˇaja je k1 = k(T, |TA|) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom (u prvom
slucˇaju dodiruje zadanu kruzˇnicu izvana, a u drugom iznutra) pa vrijedi da
je hiperbola H(A, S, r
2
) podskup geometrijskih mjesta srediˇsta rjesˇenja.
U slucˇaju kada se A nalazi unutar kruzˇnice k geometrijsko mjesto srediˇsta
kruzˇnica s trazˇenim svojstvom je elipsa sa zˇariˇstima A i S, E(A, S, r
2
): E =
{T ∈ pi : ||AT |+ |ST || = r}. Naime, neka je T srediˇste kruzˇnice k2 = k(T, r1)
s trazˇenim svojstvom koja k dodiruje u P . Tada vrijedi r = |PT | + |TS| =
|AT |+ |TS| jer k2 prolazi kroz A. Dakle, T pripada elipsi E(A, S, r2). Poka-
imo i drugu inkluziju, tj. neka je T ∈ E(A, S, r
2
). Tada je |TA| + |TS| = r.
Kruzˇnica k1 = k(T, |TA|) je kruzˇnica s trazˇenim svojstvom pa je T srediˇste
trazˇene kruzˇnice.
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(a) Tocˇka A je izvan kruzˇnice k (b) Tocˇka A je unutar kruzˇnice k
Slika 2.1: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje kruzˇnicu k i prolazi tocˇkom A
U slucˇaju kada vrijediA ∈ k, geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica s trazˇenim
svojstvom je pravac AS bez tocˇke A.
Inverzijom mozˇemo jednostavnije konstruirati rjesˇenje na sljedec´i nacˇin: Neka
je c = k(A, ρ), gdje je ρ proizvoljan pozitivan realan broj i k′ = i(k). Inverzna
slika bilo koje tangente na k′, koja ne prolazi kroz A, je rjesˇenje problema.
Zaista, neka je t tangenta kruzˇnice k′ koja ne prolazi kroz A. Tada je kut
koji zatvaraju t i k′ jednak 0◦ i i(t) = t′ kruzˇnica koja prolazi polom inver-
zije A. Buduc´i da je inverzija konformno preslikavanje i involucija, vrijedi
∠(t, k′) = ∠(i(t), i(k′)) = ∠(t′, k). U slucˇaju da je A ∈ k trazˇena rjesˇenja su
inverzne slike pravaca paralelnih s k′ = i(k).
3. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje dvije zadane kruzˇnice te
odredi geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa zadanim svojstvom.
Neka su k1 = k(S1, r1), k2 = k(S2, r2), gdje su r1, r2 pozitivni realni brojevi,
zadane kruzˇnice te neka se ne sijeku i ne lezˇe jedna unutar druge. Odabe-
rimo proizvoljnu tocˇku O izvan tih kruzˇnica i oznacˇimo s c = k(O, ρ), gdje
je ρ pozitivan realan broj, kruzˇnicu inverzije. Neka su k′1 i k
′
2 inverzne slike
kruzˇnica k1 i k2 redom te t1, t2, t3 i t4 zajednicˇke tangente kruzˇnica k
′
1 i k
′
2.
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Kruzˇnice s trazˇenim svojstvom su inverzne slike tih tangenti, oznacˇimo ih
t′1, t
′
2, t
′
3 i t
′
4. Neka t
′
1 dodiruje kruzˇnice k1 i k2 izvana, t
′
2 iznutra, t
′
3 i t
′
4 jednu
od kruzˇnica izvana, a drugu iznutra. Buduc´i da je O proizvoljna tocˇka izvan
zadanih kruzˇnica, zakljucˇujemo da svakom tocˇkom izvan k1 i k2 prolazi neko
rjesˇenje zadac´e.
Srediˇsta kruzˇnica t′1 i t
′
2 lezˇe na hiperboli sa zˇariˇstima S1 i S2 i realnom poluosi
|r1−r2|
2
, H(S1, S2,
|r1−r2|
2
): H = {T ∈ pi : ||TS1| − |TS2|| = |r1 − r2|}. Naime,
neka je T srediˇste kruzˇnice koja dodiruje zadane kruzˇnice izvana (iznutra),
radijusa r. Tada vrijedi ||TS1| − |TS2|| = ||r + r1| − |r + r2|| = |r1 − r2|
( ||TS1| − |TS2|| = ||r − r1| − |r − r2|| = | − r1 + r2| = |r1 − r2|), tj.
T ∈ H = {T ∈ pi : ||TS1| − |TS2|| = |r1 − r2|}. Lako se pokazˇe i druga
inkluzija, tj. da je hiperbola H = {T ∈ pi : ||TS1| − |TS2|| = |r1 − r2|}
podskup geometrijskih mjesta srediˇsta rjesˇenja.
(a) Kruzˇnice koje dodiruju za-
dane kruzˇnice izvana ili iznutra
(b) Kruzˇnice koje dodiruju za-
dane kruzˇnice izvana i iznutra
Slika 2.2: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje dvije zadane kruzˇnice
Srediˇsta kruzˇnica k′3 i k
′
4 lezˇe na hiperboli sa zˇariˇstima S1 i S2 i realnom polu-
osi r1+r2
2
, H(S1, S2,
r1+r2
2
). Naime, neka je T srediˇste kruzˇnice koja dodiruje
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zadane kruzˇnice izvana (iznutra), radijusa r. Tada vrijedi ||TS1| − |TS2|| =
||r−r1|−|r+r2|| = |−r1−r2| = r1+r2(||TS1|−|TS2|| = ||r+r1|−|r−r2|| =
r1 + r2), tj. T ∈ H(S1, S2, r1+r22 ). Lako se pokazˇe i druga inkluzija, tj. da je
H(S1, S2,
r1+r2
2
) podskup geometrijskih mjesta srediˇsta rjesˇenja.
U slucˇaju kada se kruzˇnice k1 i k2 sijeku, tada njihove slike k
′
1 i k
′
2 imaju
samo zajednicˇke vanjske tangente (t1 i t2).
Ako se k1 i k2 dodruju izvana, onda njihove slike k
′
1 i k
′
2 imaju jednu za-
jednicˇku unutarnju tangente (t3 ili t4) te zajednicˇke vanjske tangente (t1 i t2)
pa trazˇene kruzˇnice dodiruju k1 i k2 obje iznutra ili obje izvana.
Kada se jedna od zadanih kruzˇnica nalazi unutar druge zadane kruzˇnice
(bez smanjenja opc´enitosti smijemo pretpostaviti da se k2 nalazi unutar k1),
rjesˇenja konstruiramo na analogan nacˇin samo sˇto tada nema slucˇaja da
trazˇena kruzˇnica dodiruje k1 i k2 obje izvana i obje iznutra. Srediˇsta takvih
kruzˇnica nalaze se na elipsi sa zˇariˇstima S1 i S2 i to E(S1, S2,
r1+r2
2
), kada
trazˇena kruzˇnica dodiruje izvana k2, i E(S1, S2,
|r2−r1|
2
), kada trazˇena kruzˇnica
dodiruje iznutra k2.
Slika 2.3: Geometrijsko mjesto kruzˇnica koje dodiruju zadane kruzˇnice
Ako je r1 = r2 i k1 6= k2, geometrijsko mjesto srediˇsta rjesˇenja je simetrala
duzˇine S1S2.
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Ako je k1 = k2, problem se svodi na 3. slucˇaj Apolonijeva problema reda 1.
4. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje zadani pravac i prolazi za-
danom tocˇkom te odredi geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa
zadanim svojstvom.
Neka je p zadani pravac i A zadana tocˇka te neka vrijedi A /∈ p. Postoji be-
skonacˇno mnogo rjesˇenja: Neka je c = k(A, ρ), gdje je ρ proizvoljan pozitivan
realan broj, kruzˇnica inverzije. Inverzna slika pravca p′ = i(p) je kruzˇnica
(po svojstvima inverzije (6) i (8)). Inverzna slika bilo koje tangente na p′
koja ne prolazi polom A je kruzˇnica s trazˇenim svojstvom.
Srediˇste trazˇene kruzˇnice treba biti jednako udaljeno od A i od p, tj. srediˇsta
lezˇe na paraboli s ravnalicom p i zˇariˇstem A. Naime, vrijedi i druga inkluzija.
Neka je T proizvoljna tocˇka koja lezˇi na paraboli s ravnalicom p i zˇariˇstem
A. Tada je k(T, |TA|) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom.
Slika 2.4: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje zadani pravac p i tocˇku A
Dakle, tih kruzˇnica ima beskonacˇno mnogo.
U slucˇaju kada vrijediA ∈ p, geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica s trazˇenim
svojstvom je okomica o na p kroz A, tj. o \ {A} .
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5. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje dva zadana pravca te odredi
geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa zadanim svojstvom.
Neka su p1 i p2 zadni pravci te p1 6= p2 i p1 ∦ p2. Odaberimo proizvoljnu tocˇku
A koje ne pripada zadanim pravcima. Neka je c = k(A, ρ), gdje je ρ > 0 pro-
izvoljan realan broj, kruzˇnica inverzije te p′1 = i(p1) i p
′
2 = i(p2). Buduc´i da
p1 i p2 ne prolaze polom inverzije A, to su njihove slike p
′
1 i p
′
2 kruzˇnice. Neka
su t1 i t2 zajednicˇke tangente kruzˇnica p
′
1 i p
′
2. Ima ih dvije jer se sijeku u
dvije tocˇke, prolaze kroz pol inverzije A i imaju josˇ jednu zajednicˇku tocˇku, a
to je slika presjecˇne tocˇke pravaca p1 i p2, pa imaju samo vanjske zajednicˇke
tangente. Slike tangenata, t′1 = i(t1) i t
′
2 = i(t2), su trazˇene kruzˇnice. Buduc´i
da su zadani pravci tangente trazˇenoj kruzˇnici, njezino je srediˇste jednako
udaljeno od p1 i p2, odnosno ono lezˇi na simetrali kutova sˇto ih tvore zadani
pravci (bez presjecˇne tocˇke). Vrijedi i druga inkluzija: Neka je T tocˇka koja
lezˇi na simetrali kutova sˇto ih tvore zadani pravci, ali bez presjecˇne tocˇke.
Tada je k(T, d(T, p1)) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom.
Slika 2.5: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje zadane pravce p1 i p2
Dakle, geometrijsko mjesto srediˇsta rjesˇenja su simetrale kutova sˇto ih za-
tvaraju zadani pravci bez njihovog presjeka, p1 ∩ p2.
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Ako vrijedi p1 ‖ p2, geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica s trazˇenim svoj-
stvom je pravac paralelan s p1(p2) i od njega udaljen za
d(p1,p2)
2
.
Ako vrijedi p1 = p2, problem se svodi na 2. slucˇaj Aplolonijeva problema
reda 1.
6. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje zadani pravac i kruzˇnicu
te odredi geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica sa zadanim svoj-
stvom.
Neka je zadan pravac p i kruzˇnica k = (S, r). Odaberimo tocˇku A /∈ k,A /∈ p
koja se nalazi izvan k i neka je c = k(A, ρ) kruzˇnica inverzije, gdje je ρ pro-
izvoljan pozitivan realan broj. Neka su kruzˇnice p′ = i(p) i k′ = i(k) inverzne
slike zadanih objekata. Sa t1, t2, t3 i t4 oznacˇimo zajednicˇke tangente kruzˇnica
p′ i k′. Inverzne slike tih tangenata t′1 = i(t1), t
′
2 = i(t2), t
′
3 = i(t3) i t
′
4 = i(t4)
su kruzˇnice s trazˇenim svojstvom.
Ako je A ∈ k, onda je k′ = i(k) pravac (po svojstvu (7) inverzije) i p′ = i(p)
kruzˇnica. Tada su rjesˇenja inverzne slike tangenata kruzˇnice p′ paralelnih s
k′.
Ako je A ∈ p, onda je p′ = p pravac (po svojstvu (3) inverzije) i k′ = kruzˇnica.
Tada su rjesˇenja inverzne slike tangenata kruzˇnice k′ paralelnih s p′.
Kroz svaku tocˇku ravnine bez unutrasˇnjosti kruzˇnice k prolazi neko rjesˇenje.
Trazˇena kruzˇnica mozˇe dodirivati zadanu kruzˇnicu izvana i iznutra. U slucˇaju
kada trazˇene kruzˇnice dodiruju kruzˇnicu izvana njihova srediˇsta su jednako
udaljena od zadane kruzˇnice k i zadanog pravca p, tj. d(k, T ) = d(p, T )
za svako srediˇste T rjesˇenja problema. Definirajmo x := d(p, T ). Tada je
d(S, T ) − r = x = d(p, T ). Ako promatramo umjesto p, pravac d2 parale-
lan sa p, udaljen od p za r i sa suprotne strane pravca p od k, onda vrijedi
d(S, T ) = r + x = d(p, d2) + d(p, T ) = d(d2, T ).
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Slika 2.6: Geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica koje dodiruju zadanu
kruzˇnicu i pravac
Dakle, T je tocˇka jednako udaljena od pravca d2 i tocˇke S, pa ona lezˇi na
paraboli p1 cˇija je ravnalica pravac d2 i zˇariˇste tocˇka S. Lako se pokazˇe i
druga inkluzija, tj. da je parabola cˇija je ravnalica pravac d2 i zˇariˇste tocˇka
S podskup srediˇsta rjesˇenja.
U slucˇaju kada trazˇene kruzˇnice dodiruju kruzˇnicu iznutra njihova srediˇsta
su za r viˇse udaljene od S nego od p, odnosno vrijedi r + d(S, T ) = x,
tj. d(S, T ) = x − r. Ako promatramo umjesto p, pravac d1 paralelan
sa p, udaljen od p za r i sa iste strane pravca p kao i k, onda vrijedi
d(S, T ) = x− r = d(p, T )− r = d(d1, T ). Dakle, T je tocˇka jednako udaljena
od pravca d1 i tocˇke S, pa ona lezˇi na paraboli p2 cˇija je ravnalica pravac
d1 i zˇariˇste tocˇka S. Lako se pokazˇe i druga inkluzija, tj. da je parabola p2
podskup geometrijskih mjesta srediˇsta rjesˇenja.
Buduc´i da jedna od tih moguc´nosti vrijedi za svako srediˇste trazˇene kruzˇnice,
to je geometrijsko mjesto srediˇsta rjesˇenja problema unija tih parabola, od-
nosno p1 ∪ p2.
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2.3 Apolonijev problem reda 3
U ovom odjeljku c´emo razraditi Aplonijev problem reda 3. Ukupno ih ima
deset i za svaki od njih c´emo prvo pokazati egzisteniciju rjesˇenja, koju doka-
zujemo preko postojanja rjesˇenja Apolonijevog problema nizˇeg reda, a zatim
najelegantniju konstruciju tog rjesˇenja i diskusiju o broju rjesˇenja. U dalj-
njem tekstu, geometrijsko mjesto srediˇsta c´emo krac´e oznacˇavati GMS.
1. Konstruirati kruzˇnicu koja prolazi kroz tri zadane tocˇke.
Neka su zadane tocˇke A,B i C nekolinearne. Neka su pravci p1, p2 i p3 GMS
kruzˇnica koje prolaze, redom, tocˇkama A i B, B i C, C i A. Po rjesˇenju
Apolonijevog problema reda 2 kada se radi o dvije tocˇke, znamo da su ti
pravci simetrale duzˇina odredene tocˇkama kroz koje prolaze.
Tvrdnja 1. Ako rjesˇenje postoji, tada se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku p1 ∩ p2 ∩ p3.
Dokaz. Neka postoji rjesˇenje, tj. kruzˇnica k = k(S, r) koja prolazi zadanim
tocˇkama A,B i C. Tada vrijedi |SA| = |SB|. To povlacˇi S ∈ p1. Analogno
jednakost |SB| = |SC| povlacˇi S ∈ p2 i |SA| = |SC| povlacˇi S ∈ p3. Dakle,
S ∈ p1 ∩ p2 ∩ p3. Trazˇena kruzˇnica je k = k(S, |SA|)
Konstrukcija rjesˇenja:
Sa c = k(A, |AB|) oznacˇimo kruzˇnicu inverzije i C ′ = i(C). Po svojstvu
inverzije (8) i (2) trazˇena kruzˇnica je inverzna slika pravca BC ′, k = i(BC ′).
Srediˇste kruzˇnice konstruiramo na nacˇin koji je objasˇnjen u prethodnom do-
kazu.
Time smo pokazali egzistenciju rjesˇenja. Ako su A,B,C kolinearne tocˇke, one
ne mogu pripadati istoj kruzˇnici (simetrale duzˇina su u tom slucˇaju paralelni
pravci pa se ne sijeku). Ako se dvije tocˇke podudaraju, onda se problem
svodi na 1. opisani Apolonijev problem reda 2, a ako se podudaraju sve tri,
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Slika 2.7: Konstrukcija kruzˇnice kroz tri tocˇke
tada na 1. opisani Apolonijev problem reda 1.
2. Konstruirati kruzˇnicu koja dodiruje zadani pravac te prolazi
dvjema zadanim tocˇkama.
Neka su A i B zadane tocˇke te p zadani pravac.
Ovisno o medusobnom polozˇaju zadanih objekata razlikujemo viˇse slucˇajeva:
1◦ Neka p ne prolazi tocˇkama A i B, A 6= B i nalaze se s iste strane pravca
p.
Iz rjesˇenja Apolonijevih problema reda 2 znamo da je GMS kruzˇnica koje
prolaze kroz A i dodiruju pravac p prarabola p1 s ravnalicom p i zˇariˇstem A,
GMS kruzˇnica koje prolaze kroz B i dodiruju pravac p prarabola p2 s ravna-
licom p i zˇariˇstem B i GMS kruzˇnica koje prolaze tocˇkama A i B simetrala
s duzˇine AB.
Tvrdnja 2. Ako rjesˇenje postoji, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku p1 ∩ p2 ∩ s.
Dokaz. Neka je k = k(S, r) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom. Tada ona do-
diruje pravac p i prolazi tocˇkom A, tj. vrijedi d(S,A) = d(p,A), sˇto povlacˇi
S ∈ p1. Analogno se pokazˇe i S ∈ p2. Buduc´i da k prolazi tocˇkama A i B, to
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je S jednako udaljen od obje tocˇke, odnosno d(A, S) = d(B, S) pa je S ∈ s.
Dakle, S ∈ p1 ∩ p2 ∩ s. Trazˇena kruzˇnica je k = k(S, |SA|).
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja p1, p2 i s imaju neprazan presjek.
Neka je c = k(B, |BA|) kruzˇnica inverzije te p′ inverzna slika pravca p tj.
Slika 2.8: Konstrukcije kruzˇnice koja dodiruje pravac i prolazi dvjema
tocˇkama
p′ = i(p) te A′ = i(A) i B′ = i(B). Tada je p′ kruzˇnica koja prolazi polom
inverzije B (po svojstvu inverzije (6) i (8)). Povucimo tangente t1 i t2 iz tocˇke
A na p′. Kruzˇnice s trazˇenim svojstvom su k1 = i(t1) i k2 = i(t2). Time smo
pokazali egzisteniciju rjesˇenja, odnosno p1 ∩ p2 ∩ s 6= ∅.
Uocˇimo da rjesˇenja ne mora biti dva, nego mozˇe biti i jedno i to u slucˇaju
kada je AB ‖ p (jedna tangenta tada prolazi kroz pol inverzije B i tada je
slika te tangente ponovno taj pravac ili, ako promatramo dokaz, simetrala
duzˇine AB je okomita na p i mozˇe sjec´i parabole u samo jednoj tocˇki).
2◦ U slucˇaju kada vrijedi A,B ∈ p i A 6= B rjesˇenja nema. GMS kruzˇnica
koje dodiruju p i prolaze kroz A (B) su pravci q1(g2), okomice na p kroz
A(B). Tada su q1, q2 i s razlicˇiti paralelni pravci (okomice na isti pravac p)
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pa nemaju presjek.
3◦ Neka je A ∈ p(B ∈ p). Tada postoji jedno rjesˇenje: Kada bismo provodili
prethodno objasˇnjenu konstrukciju, kruzˇnica p′ prolazi kroz A i tada postoji
samo jedna tangenta t u toj tocˇki na p′, odnosno postoji jedna kruzˇnica s
trazˇenim svojstvom k = i(t).
4◦ Neka je A = B. Tada se problem svodi na 4. Apolonijev problem reda 2.
5◦ Neka se A i B nalaze s razlicˇitih strana pravca p. Za ovaj slucˇaj takoder
vrijedi Tvrdnja 2. No, buduc´i da se parabole p1 i p2 se ne ocˇito ne sijeku, to
rjesˇenje ne postoji.
3. Konstruirati kruzˇnicu koja prolazi dvjema zadanim tocˇkama
te dodiruje zadanu kruzˇnicu.
Naka su zadane tocˇke A i B i kruzˇnica k = k(S, r). Broj rjesˇenja ovisi o
medusobnom polozˇaju zadanih objekata.
1◦ Neka su A i B izvan kruzˇnice k. Neka je hiperbola h1 GMS kruzˇnica koje
dodiruju k i prolaze kroz A, hiperbola h2 GMS kruzˇnica koje dodiruju k i
prolaze kroz B te pravac p GMS kruzˇnica koje prolaze tocˇkama A i B.
Tvrdnja 3. Ako postoji rjesˇenje, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku h1 ∩ h2 ∩ p.
Dokaz. Neka postoji kruzˇnica k1 = k(S1, r1) s trazˇenim svojstvom. Tada
k1 prolazi kroz A i dodiruje k. Buduc´i da k1 mozˇe k dodirivati izvana i iz-
nutra, to slijedi d(S1, A) = d(S1, S) − r ili d(S1, A) = d(S1, S) + r. Slijedi
|d(S1, A) − d(S1, S)| = r pa vrijedi S1 ∈ h1. Analogno se pokazˇe S1 ∈ h2.
Nadalje, k1 prolazi kroz A i B pa vrijedi d(A, S1) = d(B, S1), sˇto povlacˇi
S1 ∈ p. Dakle, S1 ∈ h1 ∩ h2 ∩ p i r1 = |S1A|.
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
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nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja h1, h2 i p imaju neprazan presjek.
Slika 2.9: Kruzˇnica koja dodiruje kruzˇnicu i prolazi dvjema tocˇkama
Neka je c = k(A, |AB|) kruzˇnica inverzije te k′ = i(k) kruzˇnica. Iz B
povucimo tangente t1 i t2 na k
′. Trazˇene kruzˇnice su t′1 = i(t1) i t
′
1 = i(t2).
Time je pokazana egzistenicija rjesˇenja, odnosno h1 ∩ h2 ∩ p 6= ∅.
U ovom slucˇaju postoje dva rjesˇenja i to kada se sijeku grane hiperbola na ko-
jima lezˇe GMS kruzˇnica koje dodiruju kruzˇnicu izvana i kada se sijeku grane
hiperbola na kojima lezˇe GMS kruzˇnica koje dodiruju kruzˇnicu iznutra.
2◦ Neka je A unutar, a B izvan kruzˇnice k. Tada nema rjesˇenja. Slicˇno kao
i pod 1◦ se pokazˇe da ako rjesˇenje postoji, srediˇste te kruzˇnice se nalazi na
presjeku h2 ∩ p ∩ e, gdje je e elipsa (GMS kruzˇnica koje prolaze kroz A i
dodiruju k). Sad pokazˇimo da je taj presjek prazan skup:
Dokaz. Pretpostavimo da postoji S1 = h1 ∩ e ∩ p. Tada vrijedi ||AS1| +
|SS1|| = r = ||BS1| − |SS1||, |AS1| = |BS1|. Slijedi |AS1| + |SS1| =
|AS1|− |SS1| ili |AS1|+ |SS1| = −|AS1|+ |SS1|. Odnosno S = S1 ili A = S1,
sˇto nas dovodi do kontradikcije.
3◦ Neka se obje tocˇke nalaze na kruzˇnici k. Tada je trazˇena kruzˇnica zadana
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kruzˇnica k. Naime, GMS kruzˇnica koje dodiruju k i prolaze kroz A(B) je
AS \ A(BS \ B), a GMS kruzˇnica koje prolaze tocˇkama A i B je simetrala
duzˇine AB. Buduc´i da simetrala tetive kruzˇnice prolazi njezinim srediˇstem,
to je presjek ta tri GMS tocˇka S, a radijus trazˇene kruzˇnice je |SA|.
4◦ Neka se tocˇke A i B nalaze unutar kruzˇnice k. Analognom konstrukcijom
kao i pod 1◦ se pokazˇe da postoje 2 rjesˇenja. U dokazu se kao GMS javljaju
dvije elipse, a ne dvije hiperbole i simetrala p.
Slika 2.10: Kruzˇnica koja dodiruje kruzˇnicu i prolazi dvjema tocˇkama
5◦ Neka se jedna od tocˇaka nalazi na k, a druga izvan k. Analognom kons-
trukcijom kao i pod 1◦ se pokazˇe da postoji 1 rjesˇenje. Naime, tangentu
povlacˇimo iz tocˇke na kruzˇnici, pa postoji samo jedna takva tangenta, te je
njezina inverzna slika trazˇena kruzˇnica.
6◦ Neka se jedna od tocˇaka nalazi na k a druga unutar k. Tada postoji jedno
rjesˇenje. Konstrukcija rjesˇenja analogna slucˇaju 5◦.
7◦ Ako vrijedi A = B, onda se problem svodi na 2. Apolonijev problem reda
2.
4. Konstruirati kruzˇnicu koja prolazi zadanom tocˇkom te dodi-
ruje dva zadana pravca.
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Neka je zadana tocˇka A i pravci p1 i p2. Ovisno o medusobnom polozˇaju
pravaca i tocˇke razlikujemo viˇse slucˇajeva:
1◦ Neka vrijedi p1 ∦ p2 i A ne pripada pravcima p1 i p2. Oznacˇimo sa T
presjek pravca p1 i p2 i sa s1, s2 simetrale kutova sˇto ih zatvaraju p1 i p2.
Neka je (s1∪s2)\{T} GMS kruzˇnica koje dodiruju p1 i p2, parabola q1 GMS
kruzˇnica koje dodiruju p1 i prolaze kroz A i parabola q2 GMS kruzˇnica koje
dodiruju pravac p2 i prolaze tocˇkom A.
Tvrdnja 4. Ako postoji rjesˇenje, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku ((s1 ∪ s2) \ {T}) ∩ q1 ∩ q2.
Dokaz. Neka postoji kruzˇnica k = k(S, r), r > 0 s trazˇenim svojstvom.
Buduc´i da k dodiruje p1 i p2, to povlacˇi d(S, p1) = d(S, p2) pa je S ∈ (s1∪s2).
Buduc´i da je r > 0, to slijedi S 6= T (∈ s1 ∪ s2). Zakljucˇujemo da vrijedi
S ∈ (s1 ∪ s2) \ {T}. Nadalje, k dodiruje pravac p1 i prolazi tocˇkom A pa
vrijedi d(S,A) = d(S, p1), sˇto povlacˇi S ∈ q1. Analogno se pokazˇe da vri-
jedi i S ∈ q2. Dakle, S ∈ ((s1 ∪ s2) \ {T}) ∩ q1 ∩ q2. Trazˇena kruzˇnica je
k = k(S, |SA|).
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja (s1 ∪ s2) \ {T}, q1 i q2 imaju neprazan presjek.
Neka je c = k(A, ρ) , gdje je ρ > 0 proizvoljan realan broj, kruzˇnica inver-
zije. Neka su p′1 = i(p1) i p
′
2 = i(p2) inverzne slike pravaca. Buduc´i da p1 i p2
ne prolaze polom inverzije A, njihove slike p′1 i p
′
2 su kruzˇnice. Neka su t1 i
t2 zajednicˇke tangente kruzˇnica p
′
1 i p
′
2. Ima ih dvije jer se kruzˇnice sijeku u
dvije tocˇke, prolaze kroz pol inverzije A i imaju josˇ jednu zajednicˇku tocˇku,
a to je slika presjecˇne tocˇke pravaca p1 i p2 pa imaju samo vanjske zajednicˇke
tangente. Slike tangenata, t′1 = i(t1) i t
′
2 = i(t2), su trazˇene kruzˇnice. Time
je pokazana egzistencija rjesˇenja, odnosno ((s1 ∪ s2) \ {T}) ∩ q1 ∩ q2 6= ∅.
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Slika 2.11: Konstrukcije kruzˇnice koja dodiruje dva pravca i prolazi tocˇkom
2◦ Neka vrijedi p1 ‖ p2 i A ne pripada pravcima p1 i p2 te se nalazi izmedu
njih. Konstrukcija je analogna kao pod 1◦. Isti je broj rjesˇenja jer trec´a
tangenta prolazi kroz pol inverzije A pa se ona preslikava u samu sebe.
3◦ Neka vrijedi p1 ⊥ p2 i A pripada pravcu p1(p2), a ne pripada p2(p1). Tada
postoje dva rjesˇenja:
Slika 2.12: Konstrukcije kruzˇnice koja dodiruje dva pravca i prolazi tocˇkom
Neka je c = k(A, ρ), gdje je ρ proizvoljan pozitivan realan broj te p′2 = i(p2)
inverzna slika pravca p2. Tada je p
′
2 kruzˇnica. Neka su t1 i t2 tangente na p
′
2
paralelne s p1. Tada su slike tih tangenata, t
′
1 = i(t1) i t
′
2 = i(t2), kruzˇnice s
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trazˇenim svojstvom.
4◦ Neka je p1 = p2. Tada se problem svodi na 5. Apolonijev problem reda 2.
5◦ Neka je p1 ∦ p2 i {A} = p1 ∩ p2. Za ovaj slucˇaj takoder vrijedi Tvrd-
nja 4. No, buduc´i da se GMS kruzˇnica koje dodiruju p1 i prolaze tocˇkom
A (okomica kroz A na p1 bez A), GMS kruzˇnica koje dodiruju p2 i prolaze
tocˇkom A (okomica kroz A na p2 bez A) i GMS kruzˇnica koje dodiruju p1
i p2 (simetrale kutova sˇto ih zatvaraju zadani pravci bez presjecˇne tocˇke A)
ne sijeku, to rjesˇenje ne postoji.
6◦ Neka vrijedi p1 ‖ p2, A se ne nalazi izmedu pravaca p1 i p2, te ne lezˇi ni
na jednom od njih. Za ovaj slucˇaj takoder vrijedi Tvrdnja 4. No, buduc´i da
se parabola koja je GMS kruzˇnica koje dodiruju zadani pravac koji je blizˇe
tocˇki A i pravac koji je GMS kruzˇnica koje dodiruju zadane pravce ne sijeku,
to rjesˇenje ne postoji.
7◦ Neka je p1 ‖ p2 i A ∈ p1(p2). Tada postoji jedinstveno rjesˇenje: Neka je
c = k(A, ρ), gdje je ρ proizvoljan pozitivan realan broj, kruzˇnica inverzije
i kruzˇnica p′2 = i(p2) inverzna slika pravca p2. Neka su t1 i t2 tangente na
p′2 paralelne sa p2. Tada je jedna od tangenata pravac koji prolazi polom
inverzije A pa se preslikava u samu sebe, dok je inverzna slika druge tangente
kruzˇnica s trazˇenim svojstvom.
5. Konstruirati kruzˇnicu koja prolazi zadanom tocˇkom, dodiruje
zadani pravac i kruzˇnicu.
Neka su zadani tocˇka A, pravac p i kruzˇnica k = k(S, r), gdje je r > 0. Pos-
toji viˇse slucˇajeva ovisno o medusobnom polozˇaju zadanih elemenata:
1◦ Neka vrijedi A /∈ p, k. Neka je hiperbola h1 GMS kruzˇnica koje dodiruju
k i prolaze tocˇkom A, parabola p1 GMS kruzˇnica koje dodiruju p i prolaze
kroz A i parabola p2 ∪ p3 GMS kruzˇnica koje dodiruju p i k, gdje je parabola
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p2 (p3) GMS kruzˇnica koje dodiruju kruzˇnicu k izvana (iznutra).
Tvrdnja 5. Ako postoji rjesˇenje, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku h1 ∩ p1 ∩ (p2 ∪ p3).
Dokaz. Neka postoji kruzˇnica k1 = k(S1, r1) s trazˇenim svojstvom. Tada
k1 prolazi kroz A i dodiruje k. Buduc´i da k1 mozˇe dodirivati k izvana i iz-
nutra, to slijedi d(S1, A) = d(S1, S) − r ili d(S1, A) = d(S1, S) + r. Slijedi
|d(S1, A)− d(S1, S)| = r pa je S1 ∈ h1. Nadalje, k1 dodiruje p i prolazi kroz
A, iz cˇega slijedi da je d(S1, A) = d(S1, p). Slijedi S1 ∈ p1. Takoder k1 dodi-
ruje p i k i mozˇe k dodirivati izvana ili iznutra, tj. vrijedi d(S1, p) = d(S1, k),
odnosno d(S1, S) = d(S1, p) + r, ili d(S1, S) = d(S1, p) − r iz cˇega slijedi da
je S1 ∈ p2 ∪ p3. Dakle, S1 ∈ h1 ∩ p1 ∩ (p2 ∪ p3) i r1 = d(S1, A).
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja h1, p1 i p2 ∪ p3 imaju neprazan presjek.
Neka je c = k(A, ρ) kruzˇnica inverzije s polom u tocˇki A, gdje je ρ proizvo-
ljan pozitivan realan broj. Neka su k′ = i(k) i p′ = i(p) inverzne slike zadane
kruzˇnice i pravca.
Slika 2.13: Konstrukcije kruzˇnice koja dira pravac, kruzˇnicu i prolazi tocˇkom
Tada su k′ i p′ kruzˇnice, od kojih p′ prolazi polom, a k′ ne prolazi. Neka je t za-
32
Poglavlje 2. Apolonijevi problemi
jednicˇka vanjska tangenta kruzˇnica p′ i k′. Tada je t′ = i(t) trazˇena kruzˇnica.
Time smo pokazali egzistenciju rjesˇenja, odnosno h1 ∩ p1 ∩ (p2 ∪ p3) 6= ∅.
Uocˇimo da postoje dvije takve tangente, pa imamo i dvije trazˇene kruzˇnice.
Te dvije trazˇene kruzˇnice dodiruju zadanu kruzˇnicu izvana. Ukoliko inverzi-
jom preslikamo dvije zajednicˇke unutarnje tangente (postoje ukoliko se za-
dani pravac i kruzˇnica ne sijeku), dobijemo dvije kruzˇnice koje dodiruju za-
danu kruzˇnicu iznutra. Dakle, postoji najviˇse 4 rjesˇenja.
2◦ Ako su k ∩ p = ∅ , A i k sa razlicˇite strane pravca p, onda rjesˇenja nema.
Takoder vrijedi Tvrdnja 5., ali se ocˇito se parabole p1, p2 i p3 u ovom slucˇaju
ne sijeku.
3◦ Ako je k ∩ p 6= ∅, p tangenta od k i ako A ne lezˇi na p i nalazi se izvan
kruzˇnice k, onda postoje dva rjesˇenja i to kada k dodiruje trazˇenu kruzˇnicu
izvana (iznutra ju ne mozˇe dodirivati uz uvjet da dodiruje p).
4◦ Ako je k ∩ p 6= ∅, p tangenta od k i A ne lezˇi na p i nalazi se unutar
kruzˇnice k, onda postoji jedinstveno rjesˇenje. Srediˇste kruzˇnice je presjek
okomice u diraliˇstu D na p i simetralom duzˇine DA.
5◦ Ako je k∩p 6= ∅, p tangenta od k, A ∈ p i A /∈ k (Slika 2.14.(a)), onda pos-
toji jedinstveno rjesˇenje. Opiˇsimo konstrukciju rjesˇenja: Neka je c = k(A, ρ),
ρ > 0 proizvoljan realan broj, kruzˇnica inverzije te k′ = i(k) inverzna slika
od k. Tada je, po svojstvu inverzije (9), k′ kruzˇnica. Neka je t tangenta na
k′ paralelna s pravcem AB. Tada je t′ = i(t) trazˇena kruzˇnica. Naime, t se
preslikava u kruzˇnicu koja prolazi polom inverzije A (po svojstvu inverzije
(6) i (8)), dodiruje kruzˇnicu k te pravac p.
6◦ Ako je k ∩ p 6= ∅, p tangenta od k i A ∈ p, k (Slika 2.14.(b)), onda postoji
beskonacˇno mnogo rjesˇenja: Srediˇsta trazˇenih kruzˇnica lezˇe na okomici iz A
na p, ali bez tocˇke A.
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(a) Tocˇka ne pripada
kruzˇnici
(b) Tocˇka pripada kruzˇnici
Slika 2.14: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje kruzˇnicu, njezinu tangentu p
i prolazi tocˇkom sa pravca p
6. Konstruiraj kruzˇnicu koja prolazi zadanom tocˇkom, te dodi-
ruje dvije zadane kruzˇnice.
Neka su zadane tocˇka A te kruzˇnice k1 = k(S1, r1) i k2 = k(S2, r2), gdje su
r1, r2 > 0 pozitivni realni brojevi. Promotrimo razlicˇite medusobne polozˇaje
zadanih objekata i pripadajuc´i broj rjesˇenja:
1◦ Neka se tocˇka A nalazi izvan zadanih kruzˇnica. Neka je hiperbola h1 GMS
kruzˇnica koje dodiruju k1 i prolaze tocˇkom A, hiperbola h2 GMS kruzˇnica
koje dodiruju k2 i prolaze tocˇkom A. Pretpostavimo da se zadane kruzˇnice
nalaze jedna izvan druge. Naime, u suprotnom ocˇito rjesˇenja nema. Neka
je h3 ∪ h4 GMS kruzˇica koje dodiruju zadane kruzˇnice, gdje je hiperbola h3
(h4) GMS kruzˇnica koje dodiruju zadane kruzˇnice izvana ili iznutra (jednu
od kruzˇnica izvana, a drugu iznutra).
Tvrdnja 6. Ako postoji rjesˇenje, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku h1 ∩ h2 ∩ (h3 ∪ h4).
Dokaz. Neka postoji kruzˇnica k = k(S, r) s trazˇenim svojstvom. Tada
k prolazi kroz A i dodiruje k1. Buduc´i da k mozˇe k1 dodirivati izvana i
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iznutra, to slijedi d(S,A) = d(S, S1) − r ili d(S,A) = d(S, S1) + r. Sli-
jedi |d(S,A) − d(S, S1)| = r1, tj. S ∈ h1. Analogno se pokazˇe da vrijedi
S ∈ h2. Nadalje, k dodiruje k1 i k2. Mozˇe obje kruzˇnice dodirivati iz-
vana ili iznutra, jednu dodirivati iznutra, a drugu izvana. Ako k dodiruje
k1 i k2 izvana(iznutra), onda vrijedi ||SS1| − |SS2|| = |r + r1|| − |r + r2|| =
|r1 − r2|(||SS1| − |SS2|| = |r − r1|| − |r − r2|| = | − r1 + r2| = |r1 − r2|) iz
cˇega slijedi S ∈ h3. Ako k dodiruje k1 izvana (iznutra), a k2 iznutra (izvana),
onda vrijedi ||SS1| − |SS2|| = ||r + r1| − |r− r2|| = r1 + r2(||SS1| − |SS2|| =
||r − r1| − |r + r2|| = r1 + r2). Slijedi S ∈ h4. Dakle, S ∈ h1 ∩ h2 ∩ (h3 ∪ h4)
i r = |S1A|.
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja h1, h2 i h3 ∪ h4 imaju neprazan presjek.
Slika 2.15: Konstrukcije kruzˇnice koja dodiruje dvije kruzˇnice i prolazi
tocˇkom
Zbog preglednosti slike hiperbole h1, h2, h3 i h4 su obojane razlicˇitim bojama
(Slika 2.16).
Neka je c = k(A, ρ), gdje je ρ proizvoljan pozitivan realan broj, kruzˇnica
inverzije. Slike inverzije k′1 = i(k1) i k
′
2 = i(k2) su, po svojstvu inver-
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Slika 2.16: GMS kruzˇnica koje dodiruju dvije kruzˇnice i prolaze tocˇkom
zije (9), kruzˇnice. Inverzne slike zajednicˇkih tangenata kruzˇnica k′1 i k
′
2 su
kruzˇnice s trazˇenim svojstvom. Time je pokazana egzistencija rjesˇenja, od-
nosno h1 ∩ h2 ∩ (h3 ∪ h4) 6= ∅.
Ovisno o polozˇaju kruzˇnica broj rjesˇenja se razlikuje. Ako se zadane kruzˇnice
ne sijeku i k1(k2) se ne nalazi unutar k2(k1), zajednicˇkih tangenata je cˇetiri,
stoga imamo cˇetiri rjesˇenja. Ako se k1 i k2 se dodiruju izvana, onda one
imaju tri zajednicˇke tangente, tj. tri rjesˇenja. U slucˇaju kada se k1 i k2
sijeku u dvije razlicˇite tocˇke, onda imaju dvije zajednicˇke vanjske tangente,
tj. postoji dva rjesˇenja.
2◦ Neka se kruzˇnice k1 i k2 ne sijeku i ne lezˇi jedna unutar druge te neka se
A nalazi unutar jedne od njih. Tada rjesˇenja nema.
3◦ Neka kruzˇnice k1 i k2 imaju dvije razlicˇite zajednicˇke tocˇke te neka se A
nalazi unutar jedne od njih. Tada postoje dva rjesˇenja jer ne postoji kruzˇnica
s trazˇenim svojstvom koja dodiruje obje kruzˇnice izvana ili iznutra. Kons-
trukcija rjesˇenja je analogna onoj pod 1◦.
4◦ Neka se kruzˇnice k1 i k2 dodiruju izvana i A nalazi unutar jedne od njih.
Tada postoji jedinstveno rjesˇenje, a konstrukcija je analogna onoj pod 1◦.
Inverzne slike zadanih kruzˇnica takoder imaju jednu zajednicˇku tocˇku i u toj
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tocˇki zajednicˇku vanjsku tangentu cˇija je inverzna slika rjesˇenje problema.
5◦ Ako se k1 nalazi unutar k2 ili k2 unutar k1 i tocˇka A unutar obe kruzˇnice,
onda rjesˇenja ocˇito nema (inverzne slike kruzˇnica nemaju zajednicˇkih tange-
nata). No, ako se A nalazi unutar jedne, a unutar druge kruzˇnice ne nalazi,
onda postoji dva rjesˇenja. Konstrukcija rjesˇenja je kao pod 1◦.
6◦ Ako vrijedi k1 ∩ k2 = {A}, onda rjesˇenja ima beskonacˇno mnogo.
Slika 2.17: Konstrukcije kruzˇnice koja dodiruje dvije kruzˇnice i prolazi
tocˇkom
Neka je c = k(A, ρ), ρ > 0 proizvoljan realan broj, kruzˇnica inverzije i
k′1 = i(k1) i k
′
2 = i(k2) inverzne slike zadanih kruzˇnica k1 i k2. Tada su k
′
1
i k′2, po svojstvu inverzije (7), pravci koji prolaze sjeciˇstima kruzˇnice inver-
zije i zadanih kruzˇnica i to paralelni jer imaju zajednicˇku tangentu u polu
inverzije A. Inverzna slika bilo kojeg pravca paralelnog s k′1(i k
′
2) je kruzˇnica
s trazˇenim svojstvom. Takvih pravaca ima beskonacˇno mnogo, stoga ima
beskonacˇno mnogo rjesˇenja.
7◦ Neka se k1 i k2 ne sijeku i ne lezˇe jedna unutar druge te A ∈ k1(k2). Tada
postoji dva rjesˇenja. Konstrukcija rjesˇenja analogna je onoj pod 6◦.
8◦ Neka se k1 i k2 sijeku u dvije razlicˇite tocˇke te A ∈ k1(k2). Tada postoji
dva rjesˇenja. Konstrukcija je analogna onoj pod 1◦.
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9◦ Neka se k1 i k2 dodiruju izvana i A ∈ k1(k2). Tada postoji jedinstveno
rjesˇenje. Konstrukcija kao pod 6◦ (kruzˇnica k1(k2) se preslikava u pravac koji
je tangenta kruzˇnici k′2(k
′
1) ).
10◦ Ako vrijedi k1 = k2, onda se problem svodi na 2. Apolonijev problem
reda 2.
7. Konstruirati kruzˇnicu koja dodiruje tri zadana pravca.
Neka su p1, p2 i p3 zadani pravci. Promotrimo razlicˇite medusobne polozˇaje
zadanih pravaca:
1◦ Neka pravci p1, p2, p3 nisu medusobno paralelni. Neka je {A} = p1 ∩ p2,
{B} = p2 ∩ p3 i {C} = p3 ∩ p1. Time je odreden trokut 4ABC. Neka su
(s1∪ s2)\{A}, (s3∪ s4)\{B}, (s5∪ s6)\{C}, gdje su s1 i s2 simetrale kutova
sˇto ih zatvaraju p1 i p2, s3 i s4 simetrale kutova sˇto ih zatvaraju p2 i p3, s5
i s6 simetrale kutova sˇto ih zatvaraju p1 i p3, GMS kruzˇnica koje dodiruju
pravce p1 i p2, p2 i p3, p1 i p3, redom.
Tvrdnja 7. Ako rjesˇenje postoji, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku ((s1 ∪ s2) \ {A}) ∩ ((s3 ∪ s4) \ {B}) ∩ ((s5 ∪ s6) \ {C}).
Dokaz. Neka je k = k(S, r) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom. Tada k dodi-
ruje p1 i p2. Slijedi da je d(S, p1) = d(S, p2) pa S lezˇi na simetrali kuta
sˇto ga zatvaraju p1 i p2, tj. je S ∈ s1 ∪ s2. Buduc´i da je S srediˇste
kruzˇnice, to je S 6= T . Stoga vrijedi S ∈ (s1 ∪ s2) \ {A}. Analogno
se pokazˇe da vrijedi S ∈ (s3 ∪ s4) \ {B} i S ∈ (s5 ∪ s6) \ {C}. Dakle,
S ∈ ((s1 ∪ s2) \ {A}) ∩ ((s3 ∪ s4) \ {B}) ∩ ((s5 ∪ s6) \ {C}) i r = d(S, p1).
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja (s1∪s2)\{A}, (s3∪s4)\{B} i (s5∪s6)\{C} imaju neprazan presjek.
38
Poglavlje 2. Apolonijevi problemi
Neka su s1, s2, s3 simetrale unutrasˇnjih kutova trokuta 4ABC i to pri vrhu
A,B,C redom. Neka je {S} = s1∩s3, o okomica na p1 kroz S i o∩p1 = {N}.
T: Trazˇena kruzˇnica je k = k(S, |SN |).
Dokaz. Neka je k = k(S, |SN |). Buduc´i da je S ∈ s1 to je d(S, p1) =
d(S, p2). Nadalje vrijedi S ∈ s3 pa je d(S, p2) = d(S, p3). Zakljucˇujemo da
je d(S, p1) = d(S, p2) = d(S, p3) i da su pravci p1, p2 i p3 tangente kruzˇnici
k = k(S, |SN |), sˇto smo i trebali pokazati.
Time je pakazana egzistencija rjesˇenja, odnosno (s1 ∪ s2) \ {A})∩ ((s3 ∪ s4) \
{B}) ∩ ((s5 ∪ s6) \ {C} 6= ∅.
Kruzˇnica iz prethodnog dokaza je upisana kruzˇnica trokutu 4ABC i ona je
jedinstveno odredena. Postoje josˇ tri kruzˇnice s trazˇenim svojstvom, to su
trokutu pripisane kruzˇnice. Njihova srediˇsta konstruiramo kao sjeciˇsta vanj-
skih kutova trokuta.
Slika 2.18: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje tri zadana pravca
2◦ Ako vrijedi p1 ‖ p2 i p2 ∦ p3, onda postoje dva rjesˇenja zadanog problema.
Srediˇsta trazˇenih kruzˇnica konstruiramo kao sjeciˇsta simetrala kutova sˇto ih
zatvaraju pravci p1 i p3 te p2 i p3.
3◦ Neka vrijedi p1 ‖ p2 ‖ p3 i p1 6= p2 6= p3. Tada takoder vrijedi Tvrdnja 7,
ali GMS kruzˇnica koje dodiruju pravce p1 i p2, p2 i p3, p3 i p1 su medusobno
razlicˇiti paralelni pravci, a njihov presjek je prazan pa rjesˇenja nema.
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Slika 2.19: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje tri zadana pravca
4◦ U slucˇaju da su dva pravca jednaka, problem se svodi na 5. slucˇaj pret-
hodnog odjeljka.
5◦ Ako vrijedi p1 = p2 = p3 problem se svodi na 2. Apolonijev problem reda 1.
8. Konstruirati kruzˇnicu koja dodiruje dvije zadane kruzˇnice i
zadani pravac.
Neka su zadane kruzˇnice k1 = k(S1, r1) i k2 = k(S2, r2), gdje su r1 i r2
proizvoljni pozitivni realni brojevi, te pravac p. Neka vrijedi r1 < r2. Pro-
motrimo razlicˇite medusobne polozˇaje zadanih objekata:
1◦ Neka se k1, k2 i p medusobno ne sijeku te se kruzˇnice nalaze jedna izvan
druge. Neka su p1 ∪ p2 i p3 ∪ p4 GMS kruzˇnica koje dodiruju kruzˇnicu k1 i
pravac p, k2 i p, redom gdje su p1(p3) GMS kruzˇnica koje dodiruju k1(k2)
izvana i p2(p4) GMS kruzˇnica koje dodiruju k1(k2) iznutra. Neka je h1 ∪ h2,
gdje je hiperbola h1 GMS kruzˇnica koje dodiruju k1 i k2 izvana ili iznutra, a
hiperbola h2 GMS kruzˇnica koje dodiruju jednu od zadanih kruzˇnica izvana,
a drugu iznutra, GMS kruzˇnica koje dodiruju k1 i k2.
Tvrdnja 8. Ako postoji rjesˇenje, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku (p1 ∪ p2) ∩ (p3 ∪ p4) ∩ (h1 ∪ h2).
Dokaz. Neka je k = k(S, r) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom. Tada k dodiruje
k1 i k2. Mozˇe obje kruzˇnice dodirivati izvana ili iznutra, jednu dodirivati
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iznutra, a drugu izvana. Ako k dodiruje k1 i k2 izvana(iznutra), onda vri-
jedi ||SS1| − |SS2|| = |r + r1|| − |r + r2|| = |r1 − r2|(||SS1| − |SS2|| =
|r− r1||− |r− r2|| = |− r1 + r2| = |r1− r2|), iz cˇega slijedi S ∈ h1. Ako k do-
diruje k1 izvana (iznutra), a k2 iznutra (izvana), onda vrijedi ||SS1|−|SS2|| =
||r + r1| − |r − r2|| = r1 + r2(||SS1| − |SS2|| = ||r − r1| − |r + r2|| = r1 + r2)
pa slijedi S ∈ h2. Dakle, S ∈ h1 ∪ h2. Nadalje, k dodiruje p i k1 i mozˇe
k1 dodirivati izvana ili iznutra, tj. vrijedi d(S, p) = d(S, k1), tj. d(S, S1) =
d(S, p) + r, ili d(S, p) = d(S, S1) + r, tj. d(S, S1) = d(S, p) − r iz cˇega sli-
jedi da je S ∈ p1 ∪ p2. Analogno se pokazˇe da vrijedi S ∈ p3 ∪ p4. Dakle,
S ∈ (p1 ∪ p2) ∩ (p3 ∪ p4) ∩ (h1 ∪ h2) i r = d(S, p).
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja p1 ∪ p2, p3 ∪ p4 i h1 ∪ h2 imaju neprazan presjek.
Zadac´a u ovom slucˇaju ima najviˇse rjesˇenja i to njih osam:
a) Umjesto kruzˇnica k1 i k2 i pravca p promatramo tocˇku S1, kruzˇnicu
k = k(S2, r2 − r1) i pravac p1, gdje je p1 paralelan s pravcem p i udaljen
od njega za r1, ali se nalazi sa suprotne strane od one gdje se nalaze k1 i k2.
Slika 2.20: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje dvije kruzˇnice i pravac
Mozˇemo rec´i da smo k1 i k2 ”stisli” za r1 i dobili tocˇku S1 i kruzˇnicu k. Sada
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Slika 2.21: GMS kruzˇnica koje dodiruju dvije kruzˇnice i pravac
je problem sveden na 5. Apolonijev problem reda 3. Medutim, dva rjesˇenja
od njih cˇetiri propadaju, pa nam ostaju samo dva. Inverzne slike zajednicˇkih
vanjskih tangenti kruzˇnica p′1 = i(p1) i k
′ = i(k) (kruzˇnica inverzije je pro-
izvoljna kruzˇnica c sa srediˇstem u S1) stisnemo za r1 i na taj nacˇin dobijemo
trazˇene kruzˇnice koje dodiruju zadane kruzˇnice izvana.
Zbog preglednosti na slici Slika 2.21 GMS kruzˇnica za pojedine Apolonijeve
probleme reda 2 su obojana razlicˇitim bojama i nisu istaknute sve trazˇene
kruzˇnice vec´ samo njih tri iako ima viˇse vidljivih srediˇsta trazˇenih kruzˇnica.
b) Dodatna dva rjesˇenja dobijemo ako k1 i k2 suzimo za r1 i promatramo
pravac p1 paralelan s p i udaljen od njega za r1, a nalazi se s iste strane kao
i zadane kruzˇnice. Koristimo oznake kao pod a). Konstrukcija rjesˇenja je
analogna onoj u 5. Apolonijevom problemu reda 3 pod 1◦. Inverznim sli-
kama dviju zajednicˇkih unutarnjih tangenata inverznih slika k′ i p′1 povec´amo
radijus (”napusˇemo”) za r1 i dobijemo trazˇene kruzˇnice.
c) Promatramo tocˇku S1, kruzˇnicu k = k(S2, r1 + r2) i pravac p1 paralelan
s p i udaljen od njega za r1, a nalazi se s iste strane kao i zadane kruzˇnice.
Konstrukcija rjesˇenja je analogna onoj u 5. Apolonijevom problemu reda 3
pod 1◦. Inverzne slike dviju zajednicˇkih vanjskih tangenata inverznih slika
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k′ i p′1 ”napusˇemo” za r1. Tako dobivene dvije kruzˇnice su rjesˇenje zadac´e.
d) Promatramo tocˇku S1, kruzˇnicu k = k(S2, r2 + r1) i pravac p1, gdje je
p1 paralelan s pravcem p i udaljen od njega za r1, ali se nalazi sa suprotne
strane od one gdje se nalaze k1 i k2. Konstrukcija rjesˇenja je analogna onoj
u 5. Apolonijevom problemu reda 3 pod 1◦. Inverzne slike dviju zajednicˇkih
unutarnjih tangenata inverznih slika k′ i p′1 ”stisnemo” za r1 i dobijemo po-
sljednja dva rjesˇenja zadac´e.
Time smo pokazali egzistenciju rjesˇenja, odnosno (p1 ∪ p2)∩ (p3 ∪ p4)∩ (h1 ∪
h2) 6= ∅.
2◦ U slucˇaju kada se kruzˇnice k1 i k2 sijeku ili kada se k1 nalazi unutar k2 i p
sijecˇe k2 provodimo prethodno opisanu konstrukciju, samo sˇto se broj rjesˇenja
razlikuje ovisno o dodatnim medusobnim odnosima zadanih objekata.
3◦ Ako je k1 unutar k2 i p ne sijecˇe k2, onda rjesˇenja ocˇito nema.
4◦ Ako je k1 = k2, onda se problem svodi na 6. Apolonijev problem reda 2.
9. Konstruirati kruzˇnicu koja dodiruje dva zadana pravca i za-
danu kruzˇnicu.
Neka su zadani pravci p1 i p2 te kruzˇnica k = k(S, r), gdje je r proizvoljan
pozitivan realan broj.
1◦ Neka se zadani pravci sijeku. Oznacˇimo sa T njihov presjek i sa s1, s2 si-
metrale kutova sˇto ih zatvaraju p1 i p2. Neka je (s1∪s2)\{T} GMS kruzˇnica
koje dodiruju p1 i p2, q1 ∪ q2 GMS kruzˇnica koje dodiruju p1 i k, gdje je
parabola q1(q2) GMS kruzˇnica koje k dodiruju izvana (iznutra) i q3∪q4 GMS
kruzˇnica koje dodiruju pravac p2 i k, gdje je parabola q3(q4) GMS kruzˇnica
koje k dodiruju izvana (iznutra).
Tvrdnja 9. Ako postoji rjesˇenje, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u pre-
sjeku ((s1 ∪ s2) \ {T}) ∩ (q1 ∪ q2) ∩ (q3 ∪ q4).
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Dokaz. Neka je k1 = k(S1, r1) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom. Tada k1 do-
diruje p1 i p2. Slijedi d(S1, p1) = d(S1, p2) pa je S1 ∈ (s1 ∪ s2). Buduc´i da je
r1 > 0, to slijedi S1 6= T (∈ s1∪s2). Zakljucˇujemo da vrijedi S ∈ (s1∪s2)\{T}.
Nadalje, k1 dodiruje p1 i k, i k dodiruju izvana ili iznutra cˇega slijedi da
je d(S1, p1) = d(S1, k), odnosno d(S1, S) = d(S1, p1) + r, ili d(S1, p1) =
d(S1, S) + r, tj. d(S1, S) = d(S1, p1) − r. Slijedi S1 ∈ q1 ∪ q2. Analogno se
pokazˇe da vrijedi S1 ∈ q3∪q4. Dakle, S1 ∈ (q1∪q2)∩(q3∪q4)∩((s1∪s2)\{T})
i r = d(S, p1).
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja q1 ∪ q2, q3 ∪ q4 i (s1 ∪ s2) \ {T} imaju neprazan presjek.
U konstrukciji rjesˇenja kruzˇnicu k promatramo kao tocˇku S (suzimo je za
radijus r, S = k(S, r − r)).
Slicˇno kao kod 8. Apolonijevog problema reda 3, promatramo pravce a i b
paralelne pravcima p1 i p2, redom, udaljene od njih za r. Kako za svaki od
zadanih pravaca postoji po dva takva, imamo 4 razlicˇite kombinacije kons-
trukcije. Za svaku od tih konstrukcija postoji po dva rjesˇenja, sˇto je ukupno
osam. Pokazˇimo konstrukciju rjesˇenja za jednu kombinaciju:
Neka su p1, p2, k, a i b kao na sljedec´oj slici:
Slika 2.22: Konstrukcija kruzˇnice koja dodiruje dva pravca i kruzˇnicu
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Slika 2.23: GMS kruzˇnica koje dodiruju dva pravca i kruzˇnicu
Neka je k kruzˇnica inverzije i kruzˇnice a′ = i(a), b′ = i(b) inverzne slike pra-
vaca a i b. Buduc´i da se a i b sijeku, sijeku se i a′ i b′ pa imaju samo vanjske
zajednicˇke tangente, oznacˇimo ih sa t1 i t2. Neka su t
′
1 = i(t1), t
′
2 = i(t2)
inverzne slike tih tangenata. Dva rjesˇenja zadac´e su kruzˇnice koje dobijemo
povec´anjem radijusa kruzˇnicama t′1 i t
′
2 za r.
Time smo pokazali egzistenciju rjesˇenja, odnosno (q1 ∪ q2)∩ (q3 ∪ q4)∩ ((s1 ∪
s2) \ {T}) 6= ∅.
2◦ Ako su pravci paralelni, onda postoje cˇetiri rjesˇenja. Konstrukcija je ana-
logna prethodno opisanoj, ali neki slucˇajevi propadaju.
3◦ Ako vrijedi p1 = p2, onda se problem se svodi na 6. Apolonijev problem
reda 2.
Deseti Apolonijev problem reda 3 je originalni Apolonijev problem.
10. Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje tri zadane kruzˇnice.
Neka su zadane kruzˇnice k1 = k(S1, r1), k2 = (kS2, r2) i k3 = k(S3, r3), gdje
su r1, r2, r3 proizvoljni pozitivni realni brojevi te r3 najmanji medu njima.
1◦ Neka niti jedna od kruzˇnica nije sadrzˇana ni u jednoj od preostale dvije
te neka se ne sijeku. Neka je h1∪h2, gdje je hiperbola h1 GMS kruzˇnica koje
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dodiruju k1 i k2 izvana ili iznutra, a hiperbola h2 GMS kruzˇnica koje jednu
od k1 i k2 dodiruju izvana, a drugu iznutra, GMS kruzˇnica koje dodiruju k1
i k2. Analogno definiramo h3 ∪ h4, GMS kruzˇnica koje dodiruju k2 i k3 i
h5 ∪ h6, GMS kruzˇnica koje dodiruju k1 i k3.
Tvrdnja 10. Ako postoji rjesˇenje, onda se srediˇste te kruzˇnice nalazi u
spresjeku (h1 ∪ h2) ∩ (h3 ∪ h4) ∩ (h5 ∪ h6).
Dokaz. Neka je k = k(S, r) kruzˇnica s trazˇenim svojstvom. Tada k dodiruje
k1 i k2 i mozˇe obje kruzˇnice dodirivati izvana ili iznutra, jednu dodirivati
iznutra, a drugu izvana. Ako k dodiruje k1 i k2 izvana(iznutra), onda vri-
jedi ||SS1| − |SS2|| = |r + r1|| − |r + r2|| = |r1 − r2|(||SS1| − |SS2|| =
|r− r1||− |r− r2|| = |− r1 + r2| = |r1− r2|), iz cˇega slijedi S ∈ h1. Ako k do-
diruje k1 izvana (iznutra), a k2 iznutra (izvana), onda vrijedi ||SS1|−|SS2|| =
||r+ r1|− |r− r2|| = r1 + r2(||SS1|− |SS2|| = ||r− r1|− |r+ r2|| = r1 + r2) pa
slijedi S ∈ h2. Dakle, S ∈ h1∪h2. Analogno se pokazˇe da vrijedi S ∈ h3∪h4
i S ∈ h5 ∪ h6. Zakljucˇujemo da je S ∈ (h1 ∪ h2) ∩ (h3 ∪ h4) ∩ (h5 ∪ h6) i
r = |SS1|.
Opiˇsimo sada konstrukciju rjesˇenja. Time c´emo, u ovisnosti o polozˇaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesˇenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesˇenja h1 ∪ h2, h3 ∪ h4 i h5 ∪ h6 imaju neprazan presjek.
Trazˇene kruzˇnice c´emo konstruirati slicˇno kao i u prethodna dva problema.
Rjesˇenja ima najviˇse osam, a broj ovisi o medusobnom odnosu zadanih obje-
kata. Neka je k3 kruzˇnica inverzije (za kruzˇnicu inverzije mozˇemo odabrati
bilo koju kruzˇnicu sa srediˇstem u S3).
a) Neka su c1 = k(S1, r1−r3) (”suzˇena kruzˇnica k1 za r3”) i c2 = k(S2, r2−r3)
(”suzˇena kruzˇnica k2 za r3”) i kruzˇnice c
′
1 = i(c1) i c
′
2 = i(c2) njihove inverzne
slike. Sa t1 i t2 oznacˇimo vanjske zajednicˇke tangente kruzˇnica c
′
1 i c
′
2.
Kruzˇnice t′1 = i(t1) i t
′
2 = i(t2) dodiruju c1 i c2 izvana i prolaze kroz S3
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kao na sljedec´oj slici pod a):
(a) Konstrukcija (b) GMS
Slika 2.24: Kruzˇnice koje dodiruju tri kruzˇnice izvana i iznutra
Ako t′1 ”stisnemo” za r3, onda dobijemo trazˇenu kruzˇnicu, oznacˇimo je sa
k′, koja dodiruje zadane kruzˇnice izvana. Ako t′2 ”napusˇemo” za r1, onda
dobijemo trazˇenu kruzˇnicu, oznacˇimo je sa k′′, koja dodiruje zadane kruzˇnice
iznutra.
Na slici Slika 2.24 b) je prikazan presjek hiperbola h1, h3 i h5 koji je zapravo
GMS rjesˇenja za ovaj slucˇaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruzˇnica
koje kruzˇnice k1 i k2, k2 i k3, k3 i k1 dodiruju izvana ili iznutra.
b) Neka je c1 = k(S1, r1 + r3) i c2 = k(S2, r2 − r3). Nastavak konstrukcije
se provodi analogno prethodnom slucˇaju, ali sada odabiremo unutarnje za-
jednicˇke tangente t1 i t2 kruzˇnica c
′
1 i c
′
2. Neka su sve oznake i objekti kao na
slici 2.25. Slika tih tangenata, t′1 i t
′
2, su kruzˇnice koje dodiruju c1 i c2 i pro-
laze polom inverije S3. Ako t
′
1 ”stisnemo” za r3, onda dobijemo jedno rjesˇenje
i to kruzˇnicu koja k1 dodiruje iznutra, a k2 i k3 izvana. Ako t
′
2 ”napusˇemo”
za r3, onda dobijemo josˇ jedno rjesˇenje i to kruzˇnicu koja k1 dodiruje izvana,
a k2 i k3 iznutra.
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(a) Konstrukcija (b) GMS
Slika 2.25: Kruzˇnice koje dodiruju tri kruzˇnice
Na slici Slika 2.25 b) je prikazan presjek hiperbola h2, h3 i h6 koji je zapravo
GMS rjesˇenja za ovaj slucˇaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruzˇnica
koje kruzˇnice k1 i k2 dodiruju izvana i iznutra, k2 i k3 dodiruju izvana ili
iznutra, k3 i k1 dodiruju izvana i iznutra.
c) Neka su c1 = k(S1, r1 + r3) i c2 = k(S2, r2 + r3). Sa t1 i t2 oznacˇimo za-
jednicˇke vanjske tangente kruzˇnica c′1 = i(c1) i c
′
2 = i(c2). Njihove inverzne
slike t′1 = i(t1) i t
′
2 = i(t
′
2) dodiruju c1 i c2 te prolaze polom inverzije S3. Neka
je nihov polozˇaj kao na slici 2.26 a).
Trazˇene kruzˇnice dobijemo tako da t′1 ”stisnemo” za r3 (dobivena kruzˇnica
dodiruje k1 i k2 iznutra, a k3 izvana) i t
′
2 ”napusˇemo” za r3 (dobivena kruzˇnica
dodiruje k1 i k2 izvana, a k3 iznutra).
Na slici Slika 2.26 b) je prikazan presjek hiperbola h1, h4 i h6 koji je zapravo
GMS rjesˇenja za ovaj slucˇaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruzˇnica
koje kruzˇnice k1 i k2 dodiruju izvana ili iznutra, k2 i k3 dodiruju izvana i
iznutra, k3 i k1 dodiruju izvana i iznutra.
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(a) Konstrukcija (b) GMS
Slika 2.26: Kruzˇnice koje dodiruju tri kruzˇnice
d) Neka su c1 = k(S1, r1 − r3) i c2 = k(S2, r2 + r3). Neka su t1 i t2 za-
jednicˇke unutarnje tangente kruzˇnica c′1 = i(c1) i c
′
2 = i(c2). Neka je odnos
svih objekata kao i na sljedec´oj slici:
(a) Konstrukcija (b) GMS
Slika 2.27: Kruzˇnice koje dodiruju tri kruzˇnice
Inverzne slike tangenata t′1 = i(t1) i t
′
2 = i(t2) su kruzˇnice koje dodiruju c1
i c2 te prolaze polom inverzije. Ako ”napusˇemo” t
′
2 za r3 dobijemo jedno
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rjesˇenje zadac´e i to kruzˇnicu koja dodiruje k1 i k3 iznutra, a k2 izvana. Osmo
rjesˇenje je kruzˇnica koju dobijemo kada t′1 ”stisnemo” za r3 i ona dodiruje k1
i k3 izvana, a k2 iznutra.
Na slici Slika 2.27 b) je prikazan presjek hiperbola h2, h4 i h5 koji je zapravo
GMS rjesˇenja za ovaj slucˇaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruzˇnica
koje kruzˇnice k1 i k2 dodiruju izvana i iznutra, k2 i k3 dodiruju izvana i iz-
nutra, k3 i k1 dodiruju izvana ili iznutra.
Time smo pokazali egzistenciju rjesˇenja, odnosno (h1∪h2)∩ (h3∪h4)∩ (h5∪
h6) 6= ∅.
Ovisno o medusobnom polozˇaju zadanih kruzˇnica broj rjesˇenja se mijenja,
dok se rjesˇenja konstruiraju na isti nacˇin koji je poviˇse opisan. Ukoliko su
dvije kruzˇnice jednake, problem se svodi na trec´i problem iz prethodnog
odjeljka, a ako su sve tri jednake, onda na trec´i problem iz prvog odjeljka.
2.4 Apolonijev problem reda n ≥ 4
U ovom odjeljku c´emo razraditi najjednostavniji Aplonijev problem reda 4,
i to kada su zadane cˇetiri tocˇke. Ukupno ih ima petnaest.
Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje cˇetiri zadane tocˇke.
Neka su zadane tocˇke A,B,C i D.
Razlikujemo viˇse slucˇajeva:
1◦ Neka su zadane tocˇke razlicˇite i nisu kolinearne.
Zadanim tocˇkama je odreden cˇetverokut ABCD. Rjesˇenje problema postoji,
i to samo jedno, ako i samo ako je cˇetverokut ABCD tetivni.
Mozˇemo promatrati takoder i duzˇine odredene tim tocˇkama kojih ima
(
4
2
)
=6.
Simetrale tih duzˇina su GMS kruzˇnica koje dodiruju tocˇke koje odreduju tu
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duzˇinu (Apolonijev problem reda 2). Ocˇito je sjeciˇste tih simetrala i GMS
kruzˇnica koje dodiruju sve cˇetiri zadane tocˇke. Mozˇemo ovaj problem pro-
matrati i kao Apolonijeve probleme reda 3 ako gledamo GMS kruzˇnica koje
dodiruju po tri tocˇke. Njih ima
(
4
3
)
=4. GMS tih kruzˇnica je samo jedna
tocˇka (srediˇste trokutu opisane kruzˇnice), a presjek ta cˇetiri GMS-a je ne-
prazan samo ako se sve cˇetiri tocˇke podudaraju i to je srediˇste rjesˇenja sva
cˇetiri problema reda 3 i problema reda 4.
2◦ Neka su zadane tocˇke razlicˇite i kolinearne. Tada rjesˇenja nema.
3◦ U slucˇaju kada su neke od zadanih tocˇaka jednake, problem se svodi na
Apolonijev problem nizˇeg reda.
U usporedbi s Apolonijevim problemima nizˇeg reda gdje smo naiˇsli na konike
prilikom odredivanja GMS kruzˇnica koje dodiruju zadane objekte, ovdje pri-
likom promatranja najjednostavnijeg Apolonijeva problema reda 4, dolazimo
do najviˇse jednog rjesˇenja. Iz tog razloga nam nije interesantno promatrati
Apolonijeve probleme reda n ≥ 4.
2.5 Daljnje generalizacije Apolonijeva problema
Kut presjeka izmedu trazˇene kruzˇnice i zadanih elemenata (pravca i kruzˇnice)
u dosadasˇnjim razmatranjima je 0◦.
Stavljajuc´i proizvoljni kut α ∈ [0, 180◦〉 pod kojim trazˇena kruzˇnica sijecˇe
zadane kruzˇnice, odnosno pravce, dobivamo josˇ jednu generalizaciju Apolo-
nijeva problema reda n.
Analogno, ali znatno slozˇenije, razmatranje mozˇemo provesti i za ovaj pro-
blem koristec´i metodologiju identicˇnu onoj koju smo upotrijebili pri rjesˇavanju
Apolonijeva problema za α = 0◦.
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Zakljucˇak
Originalni Apolonijev problem glasi: ”Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje tri
zadane kruzˇnice”.
U ovom radu smo taj problem generalizirali i to na nacˇin da smo uz kruzˇnice
promatrali pravce i tocˇke (mozˇemo ih zamisliti kao kruzˇnice s radijusom
beskonacˇno i nula) i to kada je zadan jedan, dva, tri ili viˇse objekata. Nazvali
smo ih Apolonijevim problemom reda n, gdje je n ∈ N broj zadanih objekata.
Uz samu konstrukciju trazˇenih kruzˇnica, koju smo uglavnom izvodili koristec´i
metodu inverzije, promatrali smo i geometrijsko mjesto srediˇsta kruzˇnica koje
dodiruju zadane objekte, uz koriˇstenje metode geometrijskih mjesta tocˇaka.
Posebno su interesantna GMS kruzˇnica s trazˇenim svojstvom koja se javljaju
u Apolonijevim problemima reda 2. Naime, kao GMS kruzˇnica se pojavljuju
konike, stoga se svaka konika alternativno mozˇe definirati kao GMS kruzˇnica
koje su rjesˇenje odredenog Apolonijevog problema reda 2.
Za Apolonijeve probleme reda 3 posebno smo dokazivali egzistenciju rjesˇenja.
Pokazali smo, ne samo da je presjek tri konike ili presjek pravca i konika
neprazan, vec´ da mozˇe biti i viˇsecˇlan skup, sˇto je jako zanimljivo jer to nije
nesˇto za ocˇekivati i nije jednostavno za zamisliti.
Poglavlje 3. Zakljucˇak
Apolonijevi problemi reda n ≥ 4 nam nisu interesantni iz razloga sˇto rjesˇenje
postoji samo u specificˇnim polozˇajima zadanih objekata.
Takoder smo ostavili prostora za razmatranje i razmiˇsljanje sˇto da smo trazˇili
kruzˇnice koje ne dodiruju zadane objekte, vec´ ih sijeku pod varijabilnim
kutom α ∈ [0, 180◦〉 i to koristec´i identicˇnu metodologiju kao i u ovom radu.
Naime, u tom slucˇaju kao zadane objekte ne promatramo tocˇke.
53
Literatura
[1] B. Pavkovic´, D. Veljan, Elementarna matematika 1, Tehnicˇka knjiga,
1991.
[2] D. Palman, Geometrijske konstrukcije, Element, 1996.
[3] D. Palman, Trokut i kruzˇnica, Element, 1994.
[4] N. Koceic´ Bilan, I. Mirosˇevic´, J. Jurko, Razlicˇiti nastavno-metodicˇki
pristupi cˇunjosjecˇnicama, math.e 27, 2015.
[5] N. Koceic´ Bilan, N. Smajlic´, L. Trombetta Buric´, Konstruktivna geome-
trija u nastavi matematike, Osjecˇki matematicˇki list, 2013.
TEMELJNA DOKUMENTACIJSKA KARTICA
PRIRODOSLOVNO–MATEMATICˇKI FAKULTET
SVEUCˇILISˇTA U SPLITU
ODJEL ZA MATEMATIKU
DIPLOMSKI RAD
GENERALIZACIJA APOLONIJEVA
PROBLEMA
Antonija Guberina
Sazˇetak:
Apolonijev problem glasi: ”Konstruiraj kruzˇnicu koja dodiruje tri zadane
kruzˇnice”. U uvodnom dijelu definiramo Apolonijev problem reda n, n ∈ N
i na taj ga nacˇin generaliziramo. Detaljno obradujemo metodu inverije jer
pomoc´u nje konstruiramo vecˇinu Apolonijevih problema. U glavnom dijelu
posebno promatramo sve Apolonijeve probleme reda 1, 2 i 3 te odredujemo
GMS rjesˇenja sˇto je posebno interesantno za Apolonijeve probleme reda 2 jer
se kao GMS javljaju konike i time dobivamo alternativnu definiciju konika.
Vazˇno je istaknuti da se kao GMS rjesˇenja Apolonijevih problema reda 3
javljaju presjeci konika, konika i pravca iako je za ocˇekivati da taj presjek
bude prazan. Za Apolonijev problem reda 4 promatramo samo slucˇaj kada
su zadane cˇetiri tocˇke. Apolonijeve probleme reda n ≥ 4 nije interesantno
jer rjesˇenja postoje samo u posebnim slucˇajevima. Takoder se iznosi ideja za
daljne razmatranje stavljajuc´i proizvoljni kut α ∈ [0, 180◦〉 umjesto α = 0◦,
sˇto smo u radu promatrali.
Kljucˇne rijecˇi:
inverzija, kruzˇnica, pravac, tocˇka, geometrijsko mjesto srediˇsta, dodir, elipsa,
hiperbola, parabola, rjesˇenje
TEMELJNA DOKUMENTACIJSKA KARTICA
Podatci o radu:
53 stranice, 37 slika
Mentor: prof. dr. sc., Nikola Koceic´ Bilan
Cˇlanovi povjerenstva: dr. sc., Goran Erceg mag. math, Ivan
Jelic´
Povjerenstvo za diplomske radove je prihvatilo ovaj rad 29.01.
TEMELJNA DOKUMENTACIJSKA KARTICA
FACULTY OF SCIENCE, UNIVERSITY OF SPLIT
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
MASTER’S THESIS
GENERALIZATION OF APOLLONIUS
PROBLEM
Antonija Guberina
Abstract:
Apollonius problem claims ”Construct circles that are tangent to three gi-
ven circles in a plane.” In introduction we define Apollonius problem order
n, n ∈ N and we generalize it on that way. We deal in detail inversion
because using that method we construct most of Apollonius problems. In
main section, we are observing all Apollonius problems order 1, 2 and 3 and
dealing with GCL solutions which are especially interesting for Apollonius
problems order 2 because as GCL we have conics and because of that we are
getting alternative definition of conics. It is important to say that solutions
of Apollonius problems order 3 we get intersections of conics, conics and lines
although we can expect that intersection is empty. For Apollonius problem
of order 4 we study case with four given points. Apollonius problems of order
n¿4 are not so interested for study because solutions exist only in special ca-
ses. Also, we represent idea for further consideration putting arbitrary angle
α ∈ [0, 180◦〉 instead α = 0◦, which we have been considering in this text.
Key words:
inversion, circle, line, point, geometric center location(GCL), touch, ellipse,
hyperbola, parabola, solution
Specifications:
TEMELJNA DOKUMENTACIJSKA KARTICA
53 pages, 37 pictures
Mentor: Professor, Nikola Koceic´ Bilan
Committee: Ph.D., Goran Erceg M.S., Ivan Jelic´
This thesis was approved by a Thesis commettee on 29.01.
